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Préface

La physique est formulée dans le langage des mathématiques qui coincide avec celui de
la raison. Comme le dit le célebre physicien Wigner :“Il est important de souligner que
la formulation mathématique des expériences souvent rudimentaire des physiciens, conduit
dans un nombre élevé de cas a une description incroyablement précise”. Einstein ajoute a
ce propos : “Ce que le monde a d’incompréhensible c’est qu’il soit compréhensible”. Les
mathématiques sont donc le language incontournable dédié a la réflexion sur les subtilités
de la nature. Comme pour toute autre langue, il est difficile de dissocier le contenu, la
notation et la syntaxe. Essayez donc d’exprimer les lois de Newton sans utiliser la moindre
notation mathématique ... Certains étudiants pensent étre de meilleurs physiciens en ne
sacrifiant ni leur temps ni leur énergie aux mathématiques, mais c’est malheureusement une
grossiere erreur ... La physique ne peut étre réellement appréhendée qu’en maitrisant les
arcanes des mathématiques qui ne servent pas uniquement a analyser des problemes. Plus
important encore, afin de vraiment saisir les concepts de la physique, il est nécessaire d’avoir
une certaine souplesse dans le maniement de ’outil mathématique.

La pratique de la physique s’apparente en fait a I’exercice d’équilibriste d’un funambule qui
traverse le précipice de I'ignorance sur un fil en placant soigneusement un pied devant ’autre.
Le premier pied correspond a l'intuition physique et le second a la rigueur mathématique.
Traverser un précipice sur un fil est un exercice périlleux qui requiert beaucoup de pratique
et d’adresse : tenter de le faire sur un seul pied serait tout simplement suicidaire! En effet,
vouloir résoudre des problémes de physique en se fiant uniquement & son intuition risque
d’une part de provoquer un glissement face a des résultats contre-intuitifs au risque de
perdre le fil. D’autre part, résoudre un probléme physique a ’aveugle uniquement a ’aide de
méthodes mathématiques empéche de voir le fil, ce qui est tout aussi dangereux et pourrait,
le cas échéant, s’avérer fatal ... L’intuition physique et la rigueur mathématique sont donc
essentielles et indissociables, comme les deux faces d’une piece de monnaie.

Dans ce cours, on va examiner un certain nombre de méthodes mathématiques sans perdre
de vue l'intuition physique qui sera toujours présente en arriere plan. La physique sert donc
de points départ et d’arrivée a l'application des méthodes mathématiques. Donner un cours
de méthodes mathématiques a des physiciens est une tache délicate, et suivre un tel cours en
deuxieme année peut I’étre encore davantage. Les physiciens ont besoin des mathématiques
pour pouvoir s’exprimer et réfléchir. Les notions mathématiques de base abordées dans ce
cours ne sont pas I’apanage des physiciens théoriciens. Elles sont un prérequis pour quiconque
souhaite comprendre la physique a ’aide d’ouvrages ou d’articles scientifiques.

Les cours de méthodes mathématiques peuvent souvent se transformer en une collection
de sujets variés, apparemment sans lien entre eux, hormis leur utilité pour résoudre certains
problemes physiques. Afin d’éviter de tomber dans ce piege, on va essayer, lorsque c’est
possible, de lier les concepts présentés dans les différents chapitres avec le fil conducteur
de ce cours que sont les équations différentielles. Chaque chapitre correspond a un cours
et il contient une premiere partie qui établit la théorie sur laquelle se base la méthode
mathématique présentée dans le chapitre et une seconde partie qui traite d’une ou plusieurs
applications physiques de ces méthodes. Le but est d’offrir aux étudiants une structure
intellectuelle, plutot qu’un simple ensemble de recettes ou de techniques.

Etudier les mathématiques uniquement en regardant les autres faire est aussi inutile que
d’apprendre a jouer d’un instrument de musique en se contentant de ’écouter. L’expérience
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2 CHAPITRE 0. PREFACE

enrichissante que constitue I'assimilation des concepts mathématiques, passe autant a travers
la réflexion sur des notes de cours qu’a travers la pratique de résolution d’exercices. Comme le
dit 'adage : “c’est en forgeant qu’on devient forgeron”. Il donc essentiel de joindre I'acte a la
parole et de mettre 'ouvrage sur le métier. Pour ce faire, il suffit d’activer le plus merveilleux
des instruments : notre cerveau. Et parfois, un crayon, du papier ou une tablette peuvent
aussi s’avérer utiles voire indispensables . ..

Les équations différentielles et les fonctions spéciales qui leur sont associées, éléments
fondamentaux de la physique mathématique, forment la partie centrale de cours. Afin
de les étudier de maniere systématique, le chap. 1 introduit la méthode Green pour la
résolution des équations différentielles inhomogenes a l’aide des distributions de Dirac et
des fonctions de Heaviside. En intégrant ces équations différentielles, on se trouve sou-
vent confrontés a des intégrales qui peuvent se résoudre plus facilement dans le cadre de
I’analyse complexe présentée au chap. 2. Les intégrales de gaussiennes font intervenir la
fonction gamma qui est examinée au chap. 3. Au chap. 4, on montre que les équations
différentielles décrivant ’évolution du systeme physique peuvent étre déduites par calcul va-
riationnel en minimisant ’action du systeme. L’évolution d’un systéme physique constitué
d’un grand nombre de constituants élémentaires nécessite une approche statistique, exposée
au chap. 5, qui donne lieu a une description en termes d’équations différentielles dans la
limite du continu. Lorsque les solutions d’équations différentielles sont des fonctions conti-
nues par morceaux, elles peuvent étre exprimées comme combinaisons linéaires de fonc-
tions sinusoidales a l’aide séries de Fourier présentées au chap. 6. La résolution d’équations
différentielles est souvent nettement plus aisée dans l’espace réciproque de Fourier a l'aide de
transformées de Fourier établies au chap. 7. Au chap. 8, on présente les différentes méthodes
de résolution d’équations différentielles ordinaires, notamment la méthode de Frobenius et
celle de Green. Les équations différentielles ordinaires linéaires du deuxieme ordre & coeffi-
cients non constants peuvent étre exprimées en termes d’équations aux valeurs propres pour
des opérateurs différentiels linéaires hermitiens dans le cadre de la théorie de Sturm-Liouville
établie au chap. 9. La méthode de séparation des variables pour des équations différentielles
aux dérivées partielles est présentée au chap. 10 afin d’étudier les fonctions de Bessel qui
sont solutions de systéme physiques avec une symétrie circulaire. Au chap. 11, on montre
comment ces différentes méthodes permettent de résoudre les équations différentielles de
I’un des problemes les plus importants en physique quantique : I’atome d’hydrogene. L’ana-
lyse vectorielle et ’analyse complexe ont été introduites notamment afin de simplifier la
résolution d’équations différentielles. Dans cette optique, on introduit le cadre conceptuel
mathématique unificateur qu’est I’algebre géométrique au chap. 12. L’analyse géométrique
basée sur 'algebre géométrique permet d’unifier I’analyse vectorielle avec I’analyse complexe
comme montré au chap 13. Les théoréemes d’analyse vectorielle et le théoreme de Cauchy
de I’analyse complexe ne forment alors plus qu'un seul théoréeme fondamental de ’analyse
géométrique. Les quatre équations de Maxwell n’en forment plus qu’une seule dans ce forma-
lisme, ce qui est tout de méme prodigieux! Voulez-vous savoir comment ? Eh bien, il faudra
suivre ce cours ...

Le livre d’Arfken, Weber et Harris : “Mathematical methods for physicists” sert d’ouvrage
de référence principal a ce cours. Comme ouvrage secondaire, je vous recommande aussi la
lecture du livre de Riley, Hobson et Bence : “Mathematical Methods for Physics and Engi-
neering”. Pour vous familiariser avec 'algebre et a I’analyse géométriques, je vous conseille
de consulter le livre de Doran et Lasenby : “Geometric algebra for physicists” et les livres
de MacDonald : “Linear et Geometric Algebra” et “Vector and Geometric Calculus”.

Une partie importante des chapitres de ce cours ainsi que certains exercices sont basés sur
le cours de mon collegue, le Prof. Joao Penedones, qui a enseigné cette matiere auparavant. Je
tiens ici a le remercier pour son soutien dans l’enseignement de ce cours. J’aimerais également
remercier mes directeurs de thése, Anthony Lasenby et Mike Hobson, qui m’ont initié &
I’algebre géométrique a travers la cosmologie théorique. Finalement, mes remerciements
vont aussi a l'interaction avec de nombreux doctorants et étudiants perspicaces de 'EPFL
dont les échanges ont contribué et continuent de contribuer a ’amélioration constante de ce
cours.
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Fonctions de Green

1.1 Introduction

Les fonctions de Green sont abondamment utilisées en mathématiques et en physique.
Ces fonctions sont des solutions ponctuelles d’équations différentielles linéaires ordinaires
inhomogenes ou d’équations différentielles aux dérivées partielles inhomogenes & coefficients
constants. Ces “fonctions”, qui ont été introduites par Green afin de résoudre des problemes
d’électromagnétisme, sont le plus souvent des distributions. Les équations de Poisson en
mécanique et en électromagnétisme, les équations de diffusion ou les équations d’onde avec
un terme de source peuvent étre résolues grace aux fonctions de Green. Elles apparaissent
également dans la théorie de la réponse linéaire notamment en physique statistique ou encore
en théorie de champs quantiques ol ce sont des propagateurs introduits par Feynman. Les
fonctions de Green sont donc un concept d’importance universelle en physique en général et
dans ce cours en particulier.

Afin de pouvoir définir le formalisme de Green, les distributions de Dirac unidimension-
nelles § (z — ') et tridimensionnelle 6% (r — 7’), qu’il ne faut pas confondre avec des fonc-
tions, sont définies au préalable en sect. 1.2. On montre que ces distributions peuvent étre
obtenues comme limites de suites de fonctions, par exemple des gaussiennes ou des fonctions
sinus cardinales. La fonction de Heaviside © (x — z'), qui est une fonction en escalier, est
définie comme intégrale de la distribution de Dirac § (xz — 2’) dans cette méme section. Les
équations différentielles ordinaires inhomogenes sont exprimées en sect. 1.3 en termes d’un
opérateur linéaire £ de la maniére suivante £ g (z) = f (x), o f (z) est un terme de source.
La solution de cette équation différentielle g () = £~ f (z) est le produit de convolution
entre la fonction de Green et le terme de source, c’est-a-dire g (z) = (G f) (z). Afin de
la résoudre, on considere une fonction ponctuelle f (x) = § (x — z’) satisfaisant I’équation
de Green LG (z — 2’) = § (x — 2’). Afin d’obtenir la solution générale g (z), on somme en-
suite les contributions dues & un ensemble dénombrable de sources ponctuelles a ’aide d’une
intégrale de la forme g (x) = f: G (x— o) f (2') da’ qui est un produit de convolution.

Comme application physique des fonctions de Green, on considere le mouvement har-
monique oscillatoire forcé en absence de frottement d’un point matériel de masse m at-
taché & un ressort de pulsation wy en sect.1.4. A I'aide d’une force ponctuelle de la forme
&) = mupd (t—t'), ol vg est une vitesse constante, la fonction de Green G (t — t') =
wp tsin (wo (t — ) © (t — t') est déterminée en intégrant 1’équation du mouvement compte
tenu de la continuité de la déformation z (t) et de la discontinuité de la vitesse de déformation
% (t). En sect. (1.5), on considere le cas particulier d’une force d’entrainement périodique
f(t) = mag sin (wt). Lorsque la pulsation naturelle wy et la pulsation d’entrainement w
sont proches, c’est-a-dire w — wy < w +wp 'évolution temporelle de la déformation z (t) fait
apparaitre des battements caractérisés par une enveloppe de pulsation lente (w — wyg) /2 et
des oscillations internes de pulsation rapide (w + wyq) /2.

Richard Feynman
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1.2 Distribution de Dirac

La distribution de Dirac de la variable scalaire x € R, qui n’est pas une fonction, est
définie formellement de la maniére suivante,

. _o0,

S(x)y=4 0 * 7 (1.1)
0 si z#0,

et elle satisfait la condition de normalisation,

/00 0(x)de=1, (1.2)

— o0
qui est formellement une intégrale de Lebesgue en raison de la discontinuité en z = 0
(Fig. 1.1).

0 (x)
A

\i
)

FIGURE 1.1 Distribution de Dirac § (x) qui n’est pas une fonction. L’aire sous le graphe
de la distribution (rouge) vaut 1.

De maniere plus intuitive, on peut concevoir la distribution de Dirac comme une limite de
suites de fonctions continues. Le premier exemple est celui des fonctions delta gaussiennes
0, (z) de variance 0 = 1/n? qui tendent vers la distribution de Dirac 6 (x) lorsque n — oo
(Fig. 3.4),

n 1,22
0 (z) = lim 4, (z) = lim e 2" T (1.3)
n—00 n—00 /27
n =
On () = \/7;—# e 3 n=

2

FIGURE 1.2 Suite de fonctions delta gaussiennes &, (x) de variance o® = 1/n* qui tend

vers la distribution de Dirac 6 (z) lorsque n — oo.

ou le facteur v/27 est un facteur de normalisation. Le deuxiéme exemple est celui des fonc-
tions sinus cardinales d,, (z) qui tendent vers la distribution de Dirac § (x) lorsque n — oo,

0 (x) = lim 6, (z)= lim M, (1.4)

n—o0 n— o0 T

ou le facteur 7 est un facteur de normalisation. Par abus de langage, on appelle com-
munément la distribution de Dirac la “fonction delta”, ce qui n’est pas pertinent puisqu’une
distribution de Dirac n’est pas une fonction. La fonction discontinue de Heaviside (Fig. 1.4)
est définie comme l'intégrale de la distribution de Dirac,

@(x):/m 5(x’)dx':{1 stoz>0, (1.5)

— o0 0 si z<0.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Paul_Dirac
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FIGURE 1.3 Suite de fonctions sinus cardinales d,, (z) qui tend vers la distribution de Dirac
0 (z) lorsque n — co.

C’est une fonction en marche d’escalier appelée “step function” en anglais.

O (x)
A

1

Y
8

FIGURE 1.4 Fonction de Heaviside © (z) en marche d’escalier.

La distribution de Dirac (1.1) peut étre translatée pour qu’elle diverge en x = z/,

4 —

Sz—a)y=4° " T (1.6)
0 si xz#a.

A Taide de la condition de normalisation (1.2) et de la distribution de Dirac (1.6), la

représentation intégrale de la fonction f (x), ou x € [a,b] C R, s’écrit,

b b
f(w):f(x)/ 5(z— x')dx':/ F@)6(x— o) da' (1.7)

On en conclut que la dimension physique de la distribution § (z — 2’) est [mfl] en unité SI,
soit I'inverse de celle de la variable z — /. On peut généraliser les distributions de Dirac a
I'espace & trois dimensions R3. La distribution de Dirac du vecteur r — ' € R? est le produit
des distributions de Dirac de ses composantes scalaires cartésiennes x — 2’ € R, y — v’ € R
et z— 2/ €R,

Br—rY=0@—-2)o@y—y)s(z— 7). (1.8)

Par conséquent, compte tenu de la condition de normalisation (1.2) & une dimension, la
distribution de Dirac 62 (r — 7’) dans I'espace & trois dimensions R? satisfait la condition
de normalisation,

//RSOfB(r— r)d*r

_/_oo 5(x— ) dx/oo 5(y—y’)dy/oo (2= 2)de=1.

— 00 — o0

(1.9)

A laide de la condition de normalisation (1.9) et de la distribution de Dirac (1.8), la
représentation intégrale de la fonction f (r), ou » € V C R3, s’écrit,

f(r):f(r)//vé(r— ) l://v ) o (r— ) dPr (1.10)

On en conclut que la dimension physique de la distribution §2 (r — ') est [m*3] en unité
SI, soit I'inverse du cube de celle de la variable 7 — 7’.

Oliver Heaviside
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1.3 Fonctions de Green

En physique, on est fréquemment confronté a des équations différentielles linéaires inho-
mogenes de la forme suivante,

Lg(z)=f(z) ou z€la,b]CR, (1.11)
ou L est un opérateur différentiel linéaire qui satisfait la condition de linéarité,
L ()\1 91 (%) + A2 g2 (13)) =M Lgi(z) +ALga(7), (1.12)

et A1, A2 € R. On considere ici uniquement le cas ou cet opérateur différentiel linéaire L est
bijectif, ce qui implique qu’il existe un opérateur inverse £~ ! tel que,

LloL=LoLt=1, (1.13)

ot 1 est 'opérateur identité. L’objectif du formalisme de Green est de résoudre I’équation
différentielle (1.11) en déterminant la fonction ¢ (z) & 'aide d’une relation intégrale de la
fonction f (x) qui fait intervenir une fonction de Green. La démarche consiste & choisir un
terme de source ponctuelle en x = z’ donné par une distribution de Dirac de la forme
f(x) =0 (z— ') et & sommer ensuite les contributions dues & un ensemble dénombrable de
sources ponctuelles. Cette somme est donc une intégrale. La fonction de Green G (z — z')
est définie comme la solution de I’équation différentielle (1.11) pour une source ponctuelle
f(x) =46 (x— 2'), qui est 'équation de Green,

LG(z—2)=0b0(x—2). (1.14)

La fonction g (z) qui est solution de ’équation différentielle linéaire inhomogene (1.11), est
le produit de convolution entre la fonction de Green G (x — z’) et la fonction f () défini
comme,

b
g(@) =L f(z) = (G*f)(x) = / G(x— ') f(a")da’. (1.15)

Afin de démontrer ce résultat, compte tenu de la distribution de Dirac (1.7) et de ’équation
de Green (1.14), on montre que 'action de l'opérateur différentiel linéaire £ sur la solu-
tion (1.11) donne I’équation différentielle initiale,

b b
Eg(x):/ EG(:rf:c’)f(x')dx’:/ f@)o(x—a)dd' = f(z), O (1.16)

ou Popérateur £ agit uniquement sur la variable et non la variable ’. On peut généraliser le
formalisme de Green & I’espace & trois dimensions R3. En physique, on est aussi fréquemment
confronté & des équations différentielles linéaires inhomogenes dans R? de la forme suivante,

Lg(r)=f(r) ou reV CR®. (1.17)

L’objectif du formalisme de Green est de résoudre l’équation différentielle (1.17) en
déterminant la fonction g (r) & l'aide d’une relation intégrale de la fonction f (r) qui fait
intervenir une fonction de Green. La démarche consiste a choisir un terme de source ponc-
tuelle en r = v’ donné par une distribution de Dirac de la forme f (r) = 6% (r — /) et &
sommer ensuite les contributions dues & un ensemble dénombrable de sources ponctuelles.
Cette somme est donc une intégrale. La fonction de Green G (r — ') est définie comme la
solution de I’équation différentielle (1.17) pour une source ponctuelle f (r) = (r — '), qui
est I’équation de Green,

LG(r—7)=68r—-1). (1.18)

La fonction g (r) qui est solution de I’équation différentielle linéaire inhomogene (1.17), est
le produit de convolution entre la fonction de Green G (r — 7’) et la fonction f (r) défini
comme,

g(r)=L7"f(r)=(Gx*[)(r) = //V G(r—r)f(r)dr. (1.19)


https://fr.wikipedia.org/wiki/George_Green
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FIGURE 1.5 Oscillateur harmonique forcé constitué d’un point matériel de masse m attaché
& un ressort de constante élastique k soumis & une force d’entrainement f (¢).

Afin de démontrer ce résultat, compte tenu de la distribution de Dirac (1.10) et de I’équation
de Green (1.18), on montre que l'action de l'opérateur différentiel linéaire £ sur la solu-
tion (1.17) donne I’équation différentielle initiale,

Eg(r)://vﬁG(r— ) f(r)d? ’://Vf(r/)é(r— rVd3r' = f(r),0  (1.20)

ol 'opérateur £ agit uniquement sur le vecteur r et non le vecteur r’. Voici un résumé des
différentes équations de Green que ’on retrouve en physique en pratique :

e équation de Green spatiale unidimensionnelle,

LG(x—2)=6(x— ), (1.21)

équation de Green spatiale tridimensionnelle,

LG(r—1)=8 -1, (1.22)

équation de Green temporelle unidimensionnelle,

LGt—t)=6(@t—-1), (1.23)

équation de Green spatio-temporelle bidimensionnelle,

LGxz—a2t—t)=6@x—2)o{t—1), (1.24)

équation de Green spatio-temporelle quadridimensionnelle,

LG(r—rt—t)=83@—r)s{t—1t). (1.25)

1.4 Oscillateur harmonique forcé

Comme application des fonctions de Green, on va résoudre 1’équation du mouvement
d’un oscillateur harmonique forcé & une dimension en absence de frottement. L’équation
du mouvement est une équation différentielle ordinaire, linéaire, inhomogene du deuxieme
ordre. On considere donc un point matériel de masse m attaché a un ressort de constante
élastique k soumis & une force élastique f, (t) et & une force d’entrainement f (¢) (Fig. 1.5),

fo)=—kx(t)=—ka(t)&,
fo=re,
ou le point matériel oscille uniquement selon 1’axe horizontal des abscisses de vecteur unitaire

&. L’équation du mouvement du point matériel est exprimée en termes de la déformation
x (t) et de sa dérivée seconde I (t) comme,

(1.26)

() +wla () = %f(t) , (1.27)

ou la pulsation naturelle wg est définie comme,

wo = \/E (1.28)

Dans un premier temps, on va déterminer la déformation due a une force d’entrainement
ponctuelle agissant au temps ¢t = ' de la forme,

ft)=muved(t—t), (1.29)
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oll vy est une vitesse constante. La déformation x (¢) est nulle avant l’action de la force
d’entrainement ponctuelle, ¢’est-a-dire si ¢ < ¢’. Apres Paction de la force ponctuelle, ¢’est-a-
dire sit > t' alors f (t) = 0, la déformation est celle d’'un mouvement harmonique oscillatoire
dont les amplitudes A (¢') et B (') dépendent du temps t’,

0 si t<t,
() = - P ) (1.30)
A(t)e ™ ot + B(t)e twot si t>t.

Par conséquent, la vitesse de déformation, qui est la dérivée temporelle de la déformation
s’écrit,
0 si t<t,

r(t) = . .
O =9 iu, (Ayeieot = BEye i) si 1>

(1.31)

Afin de déterminer 1’évolution temporelle de la déformation x (¢), on integre I’équation du
mouvement (1.27) par rapport au temps ¢ dans 'intervalle [¢' — €,t' 4+ ¢] dans la limite ou
e — 0,
t'+e t'+e
/ (w ) +wix (t)) dt = vo/ §(t—t')dt =vy. (1.32)
t'—e t'—e
Par continuité de la déformation x (¢) au voisinage du temps ¢ = t/, I'intégrale du deuxieme
terme du membre de gauche de la relation intégrale (1.32) s’annule,
t'+e
li Sz (t)dt=0. 1.33
i [ e () (1.33)
Par conséquent, I'intégrale de I’équation du mouvement (1.32) donne la discontinuité de la
vitesse de déformation,
t'+e
lim Z(t)dt =vg. (1.34)

e—0 t—e

En intégrant le membre de gauche de 1’équation (1.34), on obtient la relation,
. . 12 A o _
gl_r}(l) (x t'+e)—a(t s)) Vo - (1.35)

La déformation est initialement nulle,

limz(t — &) =lim z(t' +¢) =0. (1.36)

e—0 e—=0
La vitesse de déformation au temps ¢ < t' est nulle. Ainsi, compte tenu de la disconti-
nuité (1.35), les vitesses de déformation avant et apres ¢ = t' sont les suivantes,

lim (' —e)=0 et lim (¢ +¢) =g (1.37)

e—0 e—0

Compte tenu de lidentité (1.36), la déformation (1.30) évaluée au temps initial ot ¢ — ¢/
s’annule,
z(t')=A{) e + B(t')e @t = lim (¢ +¢) =0. (1.38)
E—r
Compte tenu de I'identité (1.37), la vitesse de déformation (1.31) évaluée au temps initial
ol t — t' s’écrit,
& (') = iwo (A (') elwot’ — B(t’)e’mt/> = lim & (t' +¢) = vp. (1.39)

e—0

En résolvant les systémes d’équations (1.38) et (1.39), on en détermine les deux coefficients,

DOt B(t) = - ool (1.40)

21 wo

At

~ 2iw
A Taide des coeflicients (1.40) et de la fonction Heaviside (1.5) assurant la causalité, c’est-
a-dire t > t/, la déformation (1.30) due & la force ponctuelle s’écrit,

Vg <eiUJOt _ efiw()t

=20
z(t) wo 2%

> O —t)="2sn (wo (t — t’)) O—t). (1.41)

wWo
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A présent, on va déterminer I’évolution temporelle de la déformation x (t) pour une force
d’entrainement quelconque f (t). L’équation différentielle du mouvement (1.27) est une
équation linéaire qui peut étre écrite en termes de I'opérateur différentiel linéaire,

d? 9
EZ @—i-wo, (142)
de la manieére suivante,
1
Lx(t)=—Ff(1). 1.43
v ()= 1 (1) (1.3
Pour une force d’entrainement ponctuelle (1.29), I’équation du mouvement (1.43) devient,
Lx(t)=ved(t—1). (1.44)

Compte tenu de 'opérateur différentiel linéaire (1.42), I’équation de Green temporelle (1.23)
s’écrit,
2

LG(t—1t)= (th +w0> Gt—th=d6(t—1). (1.45)

En comparant les équations différentielles (1.44) et (1.45) compte tenu de la

déformation (1.41), on en déduit la fonction de Green temporelle,
t 1
G-y =20 L g (ot )@~ 1) . (1.46)

Vo Wo

La solution de 1’équation différentielle (1.43) est le produit de convolution entre la fonction
de Green G (t — t') et la force d’entrainement f (t'),

z(t)y=LTVf(t) = (G ) / G(t—t)f()dt. (1.47)

En effet, compte tenu de lopérateur différentiel linéaire (1.42) et de D’équation de
Green (1.45), on en déduit ’équation du mouvement (1.43),

(jt *‘”0) m/ <dt2 +%) Gt—t)] ()t

E/0 5(t— t’)f(t’)dt':af(t). O

Compte tenu de la causalité décrite par la fonction de Heaviside © (¢ — t'), la fonction de
Green temporelle (1.46) est remise en forme comme,

Lx(t)
(1.48)

0 si t<t,
Gt—t)=<¢ 1 (1.49)
— sin (wo (t— t')) si t>t.
Wo
En substituant la fonction de Green temporelle (1.49) dans le produit de convolution (1.47),
on obtient I’évolution temporelle de la déformation pour une force d’entrainement quel-
conque,

1 ! : !/ / /
(t) = sin (wo (t — t)) F@t dt’. (1.50)
0

m wo

1.5 Oscillateur harmonique forcé périodiquement

A présent, on cherche a déterminer la déformation z (¢) due a une force d’entrainement
périodique de la forme,

eiwt' _ e—iwt’
21

En substituant la force périodique (1.51) dans la déformation (1.50), elle devient,

P e e el A Y T A W
= )y 2i 2i

F (") = fosin(wt') =map sin (wt') =mag (1.51)
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! t
_ ag e’ ot / (ei(w— wo)t’ e—i(w+wo)t/> dt’
dwo Jo
—twot t
e 0 / (efi(wfwg)t' o ei(w+w0)t') dt’
4&)0 0
t
_ ag ez‘wot/ (e—i(w—&-wo)t/_ ei(w—wg)t’) dt’ (1.52)
4w0 0

‘ *
+& (eint/ (e—i(w+wo)t’_ ei(w—wo)t’> dt/)
4wy 0

La somme d’un nombre complexe et de son conjugué complexe est deux fois sa partie réelle.
Ainsi, la déformation se réduit a,

t
0 Re <e“’°t/ (e*i(‘”r“"’)t/ — ellvm ‘”O)t,) dt') . (1.53)
2w 0

La solution de I'intégrale intervenant dans l'expression (1.53) de la déformation est,

t
/ (e loraolt — gitemwnt’) gy (1.54)
0
efi(erwg)t' ei(wf wo)t’ ¢ ) efi(w+wg)t ~1 ) ei(wfwg)t -1
— . — - =1 + 1
—i (w4 wp) . . w 4+ wp w — Wy

i (w— wo)
(

Par conséquent, la déformation (1.53) devient,

—twt _ Liwgpt twt _ twot
(t) = 2“—(3 Re <z <6w+w€> +i (ew:)> . (1.55)
0 0 - Wwo

Compte tenu des identités,
Re (ie'“") = ¥ sin (wt) et Re (ie ") = ¥ sin (wot) , (1.56)
la déformation (1.55) est remise en forme comme,

) ap [sin(wt)+sin(wot) sin(wt) — sin(wgt)
z(t) = — - .
2wp w + wo W — Wo

(1.57)

On constate qu’en absence de force d’entrainement, c’est-a-dire w = 0, la déformation est
nulle,

lim z(t) =0, (1.58)

w—0

comme il se doit. Dans la limite ol les pulsations sont proches, c’est-a-dire w — wy <K w—+wyp,
le premier terme de la déformation (1.57) est négligeable par rapport au deuxiéme,
ap sin(wt) — sin (wgt)

t) ~ — . 1.59
z (t) Sen o (1.59)

Compte tenu de l'identité trigonométrique,

sin (wt) — sin (wg t) = sin (w _2 0 t) cos (w —;wo t) ) (1.60)
Pévolution temporelle de la déformation (1.59),
ag . (W= wo W+ wWo
t) >~ — t t 1.61
x (1) S0 (@ — ) sm( 5 )cos( 5 ), (1.61)

décrit des battements caractérisés par une enveloppe de pulsation lente (w — wg) /2 et des
oscillations internes de pulsation rapide (w + wy) /2 (Fig. 1.6).
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z (1)
\

l

.M “ I . ln',li 0
g g

FIGURE 1.6 Battements caractérisés par une enveloppe de pulsation lente (w — wo) /2 et
des oscillations internes de pulsation rapide (w 4 wo) /2 lorsque les pulsations sont proches,
c’est-a-dire w ~ wg.
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Analyse complexe

2.1 Introduction

L’analyse complexe est un outil fondamental en physique. Cet outil permet de simplifier la
résolution de certaines problémes comme l’oscillateur harmonique classique ou le flux d’un
fluide. Il devient essentiel et méme incontournable en mécanique quantique par exemple.

L’équivalent d’une fonction dérivable en analyse complexe est une fonction holomorphe
qui satisfait les équations de Cauchy-Riemann liant les dérivées partielles des parties réelle
et imaginaire. Ces équations ainsi que 1’équation de Laplace qui en résulte sont établies en
sect. 2.2. Le théoreme de Cauchy, qui est le fondamental de ’analyse complexe, affirmant
que l'intégrale sur un chemin fermé d’une fonction holomorphe est nulle est démontré en
sect. 2.3 a l'aide du théoreme du rotationel de I’analyse vectorielle. La formule de Cauchy
qui en résulte est aussi introduite dans cette section. Les séries de Laurent, qui sont des
développements en séries de puissances entiéres (positives et négatives) d’une fonction autour
d’une singularité sont définies en sect. 2.4. Dans cette section, on montre que pour le calcul
de l'intégrale de contour d’'une telle fonction autour de sa singularité le seul terme de la
série de Laurent qui donne une contribution non-nulle est le terme de degré — 1. Les poles
simples et d’ordre n ainsi que les résidus de la fonction complexe qui leur sont associés sont
définis en sect. 2.5. A 'aide du théoreme de Cauchy et des résidus, on établit le théoreme
des résidus dans cette méme section.

Comme application physique de 'analyse complexe, on détermine en sect. (2.6) le potentiel
électrostatique ¢ (x,y) dans un plan horizontal & Uintérieur d’un cylindre conducteur creux
d’axe de symétrie vertical. Le cylindre est constitué de deux demi cylindres conducteurs
creux portés a des potentiels électrostatiques ¢4 > 0 et ¢_ < 0, maintenus ensemble par un
joint isolant. Etant donné qu’il n’y a pas de charge électrique dans la cavité cylindrique, le
potentiel électrostatique satisfait ’équation de Laplace. Cela signifie que par continuation
analytique, on peut considérer ce potentiel comme la partie réelle d’une fonction holomorphe,
c’est-a-dire ¢ (z,y) = Re f (z). A l'aide de l'opération d’inversion d’un cercle dans le plan
complexe C ainsi que du théoréme, de la formule de Cauchy et d’une identité remarquable,
on parvient a déterminer une forme explicite pour le potentiel électrostatique en coordonnées
polaires ¢ (r,0) puis en coordonnées cartésiennes ¢ (x,y). Cette identité remarquable liant
les fonction arctangente et logarithme est établie en sect. 2.8.

En guise d’application physique du théoréme des résidus, on montre que la loi d’Ampere
est une conséquence de ce théoreme en sect. 2.7. Par isomorphisme entre le plan qui contient
la courbe fermée et le plan complexe, on écrit la circulation du champ magnétique auxiliaire
comme une intégrale de contour dans le plan complexe. Les singularités z; ... z; du champ
magnétique complexe H (z) a 'intérieur du contour C ont pour origine physique 'intersection
entre les courants électriques I; ... I et le plan complexe. En réalité, les courants électriques
sont des multiples des résidus associés aux poles simples dus aux singularités.

2.2 Equations de Cauchy-Riemann et de Laplace

On considere une fonction a valeur complexe dérivable en z = x + iy € C,

f(z)=[f(z+iy)=u(z,y) +iv(z,y), (2.1)



Bernhard Riemann
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ou u(z,y) = Re f (2) est la partie réelle et v (z,y) = Im f (z) est la partie imaginaire. La
dérivée de la fonction f (z) par rapport a z s’écrit a 'aide de la limite Az — 0 comme,

PE) o AE L Aulmy) +ide@y)

dz o Az—0 Az o Az—0 Ay—0 Ax +1 Ay

(2.2)

Etant donné que les limites des variables réelle Az — 0 et imaginaire Ay — 0 comutent, il
y a deux manieres de calculer la dérivée de la fonction f (z) par rapport & z. Premiérement,
on prend la limite Ay — 0 et ensuite la limite Az — 0,

df () _ o (Au(z,y)  Av(z,y)) _ Ou(z,y) . Ov(zy)
dz Alalcrgo ( Ar ' Ag =T 'Tor (23)
Deuxiémement, on prend la limite Az — 0 et ensuite la limite Ay — 0,
df () _ . (Av(z,y)  Au(z,y)\ _ Ov(z,y) Ou(z,y)
= 1 — = — . 24
dz Agl;IBO < Ay ’ Ay dy ’ Jy (24)

Comme les deux expressions (2.3) et (2.4) de la dérivée de la fonction complexe f (z) par
rapport a z doivent étre les mémes, leurs parties réelle et imaginaire doivent étre égales, ce
qui donne les équations de Cauchy-Riemann,
Ou(z,y) _ Ov(z,y) Ou(z,y) v (z,y)
= et = - .
Ox dy y Ox
Une fonction dont les parties réelle u (z,y) et imaginaire v (z,y) satisfont les équations de
Cauchy-Riemann (2.5) est une fonction holomorphe. Etant donné que le plan complexe C
n’a pas courbure, les parties réelle u (z,y) et imaginaire v (z,y) satisfont le théoréme de
Schwarz qui affirme que leurs dérivées partielles commutent,
Pu(z,y) _ Pu(z,y) 0%v(z,y) _ 0%v(z,y)

ordy  Oyox ot Ox Oy - oyox (26)

Ainsi, le théoreme de Schwarz appliqué aux dérivées partielles secondes des parties réelle
u (z,y) et imaginaire v (x,y) de la fonction complexe holomorphe f (z) s’écrit,
Pu(z,y)  Pv(zy)  Pu(zy)  Pu(zy)
oz2  Oxdy  Oydr oy?
Pu(zy)  Pulry)  Pulry)  Pu(zy)
oz oxdy oyoxr oy?
Par conséquent, les équations de Laplace des parties réelle u (z,y) et imaginaire v (z,y) de
la fonction holomorphe f (z) sont nulles,

(2.5)

2.7)

2 2
V2 (,y) = 9 U(Ji,y) n 9 U(fg,y) o,
ox dy (2.8)
v (z,y) | 0% (x,y) '
V2 (z,y) = 92 + By =0.

2.3 Théoreme et formule de Cauchy

Le théoréeme de Cauchy affirme que l'intégrale le long d’un contour fermé C dans le plan
complexe C d’une fonction holomorphe f (z) a l'intérieur de ce contour est nulle,

§1§ f(z)dz=0. (2.9)
c

Afin de démontrer ce théoreme, on décompose 'intégrale en parties réelle et imaginaire,

§éf(z)dz :yg(u—kiv) (dz +idy) = }5 (udx — vdy) +i§1§ (vdr +udy) . (2.10)

c c
Soient A laire délimitée par le contour fermé C dans le plan complexe C, ds = dx &+ dy 4 le
vecteur déplacement infinitésimal tangent a la courbe C et dA = dx dy 2 le vecteur surface
infinitésimale orthogonal au plan complexe orienté dans le sens trigonométrique d’apres la
regle de la main droite. Les vecteurs unitaires & et § sont orientés dans le sens croissant
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des axes réel et imaginaire respectivement. En appliquant le théoréeme du rotationnel a un
champ vectoriel complexe v = v, £ + v, ¢, on obtient,

v v
v-ds:ygvmdaj—kvd :/ va-dA-/(y—z>d:z:d. 2.11
$ b edotvyay) = [ (xwpaa= [ (Gro T away. 2

Compte tenu des équations de Cauchy-Riemann (2.5) satisfaites par toute fonction holo-
morphe, Uintégrale de contour (2.11) pour le champ vectoriel complexe v = u& — v g,
c’est-a-dire v, = u et vy = — v, s’annule,

ov  Ou
;lg(ud:r—vdy)——A<%+%)dxdy—O. (2.12)

Compte tenu des équations de Cauchy-Riemann (2.5) satisfaites par toute fonction holo-
morphe, Uintégrale de contour (2.11) pour le champ vectoriel complexe v = v& + u g,
c’est-a-dire v, = v et v, = u, s’annule,

ou  Ov
é(vdm—&—udy)—/JA(ax— ay)dxdy—O. (2.13)

Au vu des intégrales (2.12) et (2.13), 'intégrale (2.10) le long du contour fermé C de la
fonction holomorphe f (z) s’annule,

éf(z)dz:é(udx—vdy)+i?§c(vdx+udy):0. O (2.14)

Afin d’établir la formule intégrale de Cauchy, on détermine l'intégrale de contour d’une
fonction non-holomorphe ¢ (z) avec une singularité en z = zp qui est exprimée en termes
d’une fonction holomorphe f (z) de la maniere suivante,

9(2) = £ ()

z— 2y
Compte tenu du théoréme de Cauchy (2.12), la contribution non-nulle de 'intégrale de
contour de la fonction g (2) le long d’une chemin fermé quelconque C provient de la singularité
en z = zg. Sans perte de généralité, on choisit une courbe circulaire C de rayon r donné autour
de zg,

(2.15)

2= 2o+ ret? ainsi dz = ire?dd, (2.16)

et on fait tendre le rayon r vers zéro. Dans cette limite, I'intégrale de contour de la fonction
g (z) sécrit,

2m i0
ygg(zwz: SC) g gy [T 0L )
c

. if
P L - ire'” df
C 0 =0 Jo re

- (2.17)
=fwwA 40 = 2mi f (z0) .

ce qui donne la formule intégrale de Cauchy pour la fonction holomorphe f (z) & I'intérieur
du chemin fermé C,

[ (20) = L AOR dz. (2.18)

2 Jo 2 — 2

2.4 Série de Laurent

On considére une fonction f (z) qui est holomorphe dans le domaine C\zy autour d’une
singularité en z = 2. De plus, cette fonction admet un développement en série de puissances
autour de ce point ce qui signifie qu’elle est analytique dans ce domaine. La série de Laurent

de cette fonction s’écrit,
o0

f(z)= Z an (z — 2z0)" . (2.19)

n=-—oo

Cette série est une extension de la série de Taylor aux puissances négatives. L’intégrale de
contour de la série de Laurent de la fonction f (z) s’écrit,

Augustin Louis
Cauchy

Pierre Alphonse
Laurent
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§£Cf(z Z anyg z— )" dz. (2.20)

n=—oo

Dans le cas n # — 1, a I'aide du changement de variable (2.16), I'intégrale (2.20) s’annule,

2 pilnt1)0 |27
56 (z— z)" dz = ir" ! / etV g —prtt | =, (2.21)
c 0 n+1 0
Dans le cas n = — 1, & 'aide du changement de variable (2.16), 'intégrale (2.20) donne le

résultat suivant,

27
o) de=p—F =i [ o= omi. (2.22)
c c?— %0 0

Compte tenu des relations (2.21) et (2.22), I'intégrale de contour (2.20) de la série de Laurent
de la fonction f (z) se réduit a,

dz _
éf(z)dz:a_lyéz_zozhma_l. (2.23)

2.5 Théoréme des résidus

On consideére une fonction f (z) qui a une singularité en z = 2. La singularité est un pole
simple si le terme du plus petit degré non-nul de la série de Laurent de cette fonction est
n = — 1. Dans ce cas, on obtient 1’identité,

(z—20)f(z)=a_1+ao(z— 20)+a1(z— z)° +.... (2.24)
Le résidu d’un pole simple est le coefficient a_; de la série de Laurent de la fonction f (z),

Res f(z) =a-1 = lim (z— z) f(2) . (2.25)

zZ=Zz0 zZ—20

La singularité est un pole d’ordre n si le terme du plus petit degré non-nul de la série de
Laurent de cette fonction est —n. Dans ce cas, on obtient ’identité,

(z—20)"f(2)=acpn+...4a_1(z— 20)" " Hao(z— 20)" +.... (2.26)

Le résidu d’un pole d’ordre n est le coefficient a_1 de la série de Laurent de la fonction f (2),

n—1
ey 1) =01 = gy i, e (6 07 2)). (227
Afin d’établir le théoreme des résidus, on consideére une fonction f(z) qui a n singularités
{z1,...,2n} dans le plan complexe C. On choisit un contour C orienté dans le sens trigo-
nomeétrique qui contourne chaque singularité & 1’aide de n branches de largeur infinitésimale
qui les entourent avec n arcs de cercle Cy, ..., C, orientés dans le sens horaire (Fig. 7.3).
Le théoreme de Cauchy (2.9) appliquée le long de la courbe fermée CUC; U...UC, qui
contourne toutes les singularités s’écrit,

7§f )dz + le 2)dz+ . ?éf (2.28)

et peut étre remis en forme comme,

;éf(z)dz:— le( Ydz — .. yﬁf (2.29)

Dans la limite ou les largeurs des branches tendent vers zéro, les contours intérieurs Cy, .. .,
C,, se ferment et ils contiennent chacun une singularité, a savoir z1, ..., z,. L’intégrale de la
série de Laurent pour le contour Cj, s’écrit,

f(z)dz=—2mia_1 =—2mi Res f(z), (2.30)

Ck Z=Zk
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Imz=1y

> Rez ==«

FI1GURE 2.1 La courbe fermée C est orientée dans le sens trigonométrique. Elle entoure les
4 singularités z1, z2, z3 et z4 a ’aide de 4 branches de largeur infinitésimale avec 4 arcs de
cercle C1, Ca, C3 et C4 orientés dans le sens horaire.

ou le signe moins est di au fait que le contour Ci, est orienté dans le sens horaire. Compte
tenu de Uintégrale de la série de Laurent (2.30) pour tous les contours intérieurs Cy, ..., Cy,
on obtient le théoreme des résidus,

Z=ZL

515 f(2)dz=2mi Y Res f(2). (2.31)
¢ k=1

Le signe du membre de droite est positif parce que le contour C est orienté dans le sens
trigonométrique. Si le contour C était orienté dans le sens horaire, ce qui arrive fréquemment,
il faudrait alors ajouter un signe moins dans le membre de droite afin d’en tenir compte.

2.6 Potentiel électrostatique dans un cylindre

Comme application physique de I’analyse complexe, on considere un conducteur métallique
cylindrique creux de rayon R et d’axe de symétrie vertical Oz. Le cylindre est suffisamment
long pour que les effets de bord puissent étre négligés. Il est constitué de deux demi cylindres
verticaux maintenus ensemble par un joint isolant. Des charges électriques positives sont
réparties de maniére homogene sur le demi cylindre dont la coordonnée d’ordonnée est
positive (rouge), c’est-a-dire y > 0, et des charges électriques négatives, de norme égale,
sont réparties de maniére homogene sur le demi cylindre dont la coordonnée d’ordonnée
est négative (bleu), c’est-a-dire y < 0 (Fig. 2.2). Par conséquent, la surface du premier

~

FIGURE 2.2 Le cylindrique creux est constitué de deux demi cylindres verticaux conduc-
teurs de rayon R portés & des potentiels électrostatiques positif ¢+ = V/2 (rouge) et négatif
¢— = —V/2 (bleu). Le potentiel électrostatique dans le plan en coupe passant par l'origine
O est ¢ (z,y).

demi cylindre est porté a un potentiel électrostatique positif ¢ et la surface du deuxieme
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demi-cylindre est portée a un potentiel électrostatique négatif ¢_,

gf),:K sio 2?2 +y2=R? et y>0,
6= 2, (2.32)

¢+:—5 sio 22 +9y2=R? et y<O0,

ou V représente la tension constante entre les deux conducteurs. Par symétrie de translation
verticale, on cherche & déterminer le potentiel électrostatique ¢ (z,y) dans le plan en coupe
a lintérieur du cylindre ot 22 + y? < R? (Fig. 2.2). L’équation de Gauss pour le champ
électrique E a l'intérieur de la cavité cylindrique ou la densité de charge électrique est nulle
s’écrit,

V-E=0. (2.33)

En électrostatique, le potentiel magnétostatique A est uniforme et constant. Ainsi, le champ
électrique dérive simplement du potentiel électrostatique,

E=-V¢. (2.34)

Par conséquent, le potentiel électrostatique satisfait 1’équation de Laplace qui s’écrit en
coordonnées cartésiennes comme,

V2¢ (x’ y) — 82925 (I7 y) + 62¢ (ZC, y)

0%z 0%y
D’apres 'analyse complexe, on sait que les parties réelle et imaginaire d’une fonction holo-
morphe f (z) satisfont une équation de Laplace (2.8). Par continuité analytique, on associe
alors le potentiel électrostatique ¢ (x,y) dans le plan circulaire de la cavité cylindrique pas-
sant par Porigine O a la partie réelle d’une fonction holomorphe f (z),

¢ (x,y) =Re f(2), (2.36)

ou la variable complexe z, & ne pas confondre avec la coordonnée verticale de ’axe du

~0. (2.35)

cylindre, est liée aux coordonnées cartésiennes x et y de la maniere suivante,

=2 —;Zy ainsi |z] < 1. (2.37)

Afin de pouvoir déterminer le potentiel électrostatique a ’aide d’une intégrale de contour
dans le plan complexe, on définit au préalable 'opération d’inversion du cercle, qui envoie
un nombre complexe z sur I'inverse de son conjugué complexe,

1 o
z— = ainsi  si lz] <1 alors

1. 2.
. > (2.38)

Y

Cette fonction envoie un nombre complexe z a l'intérieur du cercle sur un nombre complexe

FIGURE 2.3 La surface du cylindre dans le plan en coupe est une cercle défini par |z| = 1.
Tout point z qui se trouve a l'intérieur du cercle est envoyé par inversion du cercle sur un
point 1/Z de module inverse et de méme argument 6 se trouvant a lextérieur du cercle.

a Pextérieur du cercle de module inverse et de méme argument 6 (Fig. 2.3),

1 1,
= — e, (2.39)

_ i0 _ —
z=|z|e" alors ER R
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La formule de Cauchy (2.18) pour un nombre complexe z a l'intérieur du cercle, c’est-a-dire
|z| < 1, s’écrit,

1 f (w)
= dw , 2.40
FO =g P (2.40)
ou le contour C = {w tel que |w| = 1} est le cercle de module unité. Par inversion du

cercle, le nombre complexe 1/Z est donc nécessairement & 'extérieur du cercle. On peut
alors appliquer le théoréeme de Cauchy & la fonction holomorphe g (z),

f(w)
w) dw = dw=0. 241
ﬁ‘uﬂlg( ) %wl w — 1 ( )

z

La différence entre la formule de Cauchy (2.40) et le théoreme de Cauchy (2.41) s’écrit,

_ 1 f(w) 1 f(w)
f(Z)—Zmylgw=1wzdw—2my|§w|=1widw i

1 w w dw
= am P W <w_z‘ w_ ;) W

Etant donné que le point w se trouve sur ce cercle, on écrit ce nombre complexe a l’aide de

sa représentation polaire,
: dw
w=e"" alors — =ida. (2.43)
w

Par conséquent, la représentation intégrale (2.42) de f (z) devient,

1 27 ) (16 2’
f(z)zg/o 7 () (e; —_ i>da' (2.44)

Par définition (2.36) de la fonction holomorphe f (z), le potentiel électrostatique ¢ (z,y)
s’écrit,

27 et i
¢($,y)=Ref(z)=%/0 Ref(em)<ei§ S 1)da. (2.45)

z eza —

Compte tenu de la définition (2.32), le potentiel électrostatique en un point w sur la surface
du conducteur est,

v

b4 = 5

v
d),:—? si ae(m2n).

En substituant le potentiel électrostatique sur la surface du cylindre (2.46) dans 'intégrant

si ae(0,7),

¢=Ref(w)=Ref (eio‘) = (2.46)

de ce potentiel & I'intérieur du cylindre (2.45) 'intégrale peut alors étre évaluée comme suit,

¢(w,y)217r/0”2/(eisiiz ezjz_a ;)do‘
2m (1o o
_% x Z(eiz—z_eif—i>da
m ia _ i 1
-z (d(ja_j)— dﬁia;))da
e

eia? z eia,

47
|4 i 1o 1 "
= 1 [ln (e — z) — In (e Z)} (2.47)

Vv

~ i [ln (em - z) — In (em—

1
z
(=) o
473 IT—e7r>z 0



20 CHAPITRE 2. ANALYSE COMPLEXE
A Taide de I'identité logarithmique,
In(—ze) =1In (2 ei(‘””)) =In(Z)+i(a+mn), (2.48)

on en déduit la relation suivante,
1— — it 1— e i
In <H> —In —° Z (2.49)
(-= ’

1— — it ) 1— — i
=In (e_z) +In(—ze") =In (H) +In(2)+i(a+m) .
z

1— ez

Compte tenu de lidentité (2.49), les deux derniers termes de l’expression du potentiel
électrostatique (2.47) & lintérieur du cylindre évalués en «, avec z fixé, deviennent,

1— e @ x\1" 1— e @ x\1" . .
()], e e
B 1+2z 1— 2 ) B 1+2)(1-2) )
_ln<1+z> ln(1_2>—|—z(27r W)_1n<(1—|—z)(1—z) + T,
(Lo e\ (et 2ﬂ+[i(a+ 2T (2.50)
i—ewt )], ez )l :
1— 2z 14z ) (1—-2)(1+2) .
=1 —In{—— - 2m)=ln|{ —FH————= i
n<1_2> n(1+2>+2(377 ) n<(1_2)(1+z) +im
Ainsi, la différence entre les deux termes (2.50) est,
)], - =)
1 e’a 0 1— e 3
1+2)(1-2) (1—-2)(1+2)
=hnh|—F-—<)—-In{ —FF——=
((1 0-9) "\T-aa+s (250
(1—|—z)2(1—z) _21n((1+z)(1—z)>
BGCES TS (1+2)(1- 2)
En substituant lidentité (2.51) dans le potentiel électrostatique & lintérieur du cy-
lindre (2.47), celui-ci devient,

V(420 -2)\ V(14 (z—2) - |2
oo =sgn(rias) (e pe)

oll |z|? = zz. A Daide de la représentation polaire,

=re (2.53)

I

z=re¥ et
a Pintérieur du disque, ot r = |z| < 1 et § € [0, 27), ce qui implique que,
2’72:7’(61.97672'0):27;7"Sin9, (2.54)
le potentiel électrostatique (2.52) est exprimé en coordonnées polaires comme,

1 1— 24 2irsing) _V 1 1+im

= omi 1— 72— 24irsinf T 2 L
”’

A T’aide de 'identité remarquable qui sera établie en sect. 2.8,

27sind 1 1+ 2rsinf
arctan < 1— 7‘2 ) = Z In <1_Z21r_51:129 s (256)
le potentiel électrostatique (2.52) devient,
%4 27rsinf
0) = — arct — . 2.

& (r,0) Warcan<1—r2> (2.57)

Compte tenu des changements de variables (2.37) et (2.53),
z:erZy:rew:rcosHJrirsinf), (2.58)

R
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on en déduit que,

x2+y2

r? =22 = 7

. Y
t 0==. 2.59
e 7 sin 7 (2.59)

A Taide des identités (2.59), le potentiel électrostatique (2.57) est finalement exprimé en
coordonnées cartésiennes comme,

1% 2Ry
(Z)(ﬂj,y) = ; arctan (m) . (260)

FIGURE 2.4 Le potentiel électrostatique ¢ (z,y) & 'intérieur du cercle est une interpolation
entre la valeur minimale ¢_ (bleu) et la valeur maximale ¢4 (rouge).

On constate que le potentiel électrostatique ¢ (z,y) a l'intérieur du cylindre dans le plan
en coupe varie continument entre sa valeur minimale ¢_ (bleu) sur une demi surface et sa
valeur maximale ¢ (rouge) sur 'autre demi surface. Pour des raisons de symétries, la valeur
du potentiel électrostatique & lorigine est nulle, c’est-a-dire ¢ (0,0) = 0, comme il se doit.

A présent, on va montrer que la représentation intégrale (2.42) de la fonction holomorphe
f (2) permet de faire apparaitre une distribution de Dirac comme limite d’un intégrant appelé
le noyau de Poisson. Cette représentation intégrale peut étre remise en forme comme,

wz—% w
fe =t d pe) D)

=0 b CEEIrE (2.61)

Compte tenu de la norme au carré |z|? = z 2, la représentation intégrale (2.61) de la fonc-
tion f(z) dont la fraction dans l'intégrant est multipliée par Z/w au numérateur et au

dénominateur devient,

1 |22 — 1 dw
B O e |
2w J )= v (w—2)(+—2) w

Etant donné que le point z se trouve a l'intérieur du cercle unité et que le point w se trouve
sur ce cercle, on écrit ces nombres complexes a 1’aide de leurs représentations polaires (2.43)
et (2.54),

. d
z=re et w=e"” alors M ida. (2.63)
w
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Par conséquent, la représentation intégrale (2.62) de f (z) devient,

1 [ ; 1— 172

0y _ L i
f(re )— o7 J, f(e ) (eio — reif) (e—io — e if) da
1 o T 1-— T2
T or 0 / (e ) 1+7r2—7r (ez’(e— @) 4 g —i(0— a)) do (2.64)

27 2
1 (em) 1—17r
2 J, 14+7r2—2rcos(d — «)

do .

La partie réelle de la représentation intégrale (2.64) donne I'intégrale de Poisson sur le cercle
unité,

: T , 1— 72
R ) = — R o da. 2.65
ef(re®) 27r/0 ef(e™) 1+ 72— 2rcos(6 — a) “ (2.69)
Le noyau de Poisson est défini comme,
1— 2
P(0—a)= 4 . (2.66)

147r2— 2rcos (0 — a)

Ainsi, I'intégrale de Poisson (2.65) devient,

, 1 [ .
Re f (re') = o / Re f (') P, (6 — a)do. (2.67)
T Jo
Dans la limite ot r — 1, I'intégrale de Poisson (2.67) prend la forme suivante,
. 1 2m .
Re f (e™) = 5 / Re f (') Py (0 — a)do. (2.68)
0

La définition de la distribution de Dirac 6 (§ — «) donne lieu & la représentation intégrale
suivante,

2m
Re f (ew) = / Ref(e"™)d(0— a)da. (2.69)
0
Par comparaison entre les relations (2.68) et (2.69), la distribution de Dirac est la limite

lorsque r — 1 du noyau de Poisson,

1 1 . 1— 172
5(0_0[)_%&(9_0[)_%}1—% 1+72—2rcos(6— a)’ (2.70)

ou le facteur 27 est un facteur de normalisation.

2.7 Loi d’Ampere

Dans cette section, on va montrer un résultat assez étonnant : la loi d’Ampeére est une
conséquence physique du théoreme des résidus. Pour ce faire, on considere la circulation du
champ magnétique auxiliaire sur un chemin fermé circulaire C de rayon R orienté dans le
sens trigonométrique dans le plan complexe. Le vecteur champ magnétique auxiliaire H ()
est tangent au cercle et le vecteur déplacement infinitésimal ds (r) aussi. Ces vecteurs sont
des fonctions du vecteur position 7. La circulation du champ magnétique auxiliaire le long
du chemin fermé C s’écrit,

27
FH:¢H(T)-ds(r):§£H(R)ds: H(R)RAdO, (2.71)
c c 0
ou ||r|| = Ret ds = Rdf. Afin de déduire la loi d’Ampere du théoréme des résidus, on associe
le plan de circulation du champ magnétique auxiliaire au plan complexe C. Tout point de
ce plan qui se trouve sur le chemin circulaire fermé C centré a l'origine a la représentation
polaire suivante,

z=Re” ainsi  dz=iRe®d) et RdI=—ie "dz. (2.72)
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Par prolongement analytique, le champ magnétique auxiliaire complexe est défini comme,
H(z)=H(R)e (2.73)

ce qui implique que,
H(R)Rd0 =—1iH (z)dz. (2.74)

Par conséquent, la circulation du champ magnétique (2.71) est écrite dans le plan complexe
comme une intégrale de contour,

FH:—i%H(z)dz. (2.75)

Si la fonction H (z) est holomorphe, la circulation du champ magnétique auxiliaire I'gy
est nulle. Cela signifie que 'intégrale de contour (2.75) s’annule. Pour que la circulation du
champ magnétique soit non nulle, il faut que le champ magnétique auxiliaire complexe H (2)
ait des singularités a l'intérieur du contour C dans le plan complexe. L’origine physique des
singularités du champ magnétique auxiliaire ne peut étre due qu’au passage des courants
électriques a travers le plan complexe. En d’autres termes les poles simples z1, z2 ... 2 du
champ magnétique auxiliaires sont les points d’intersection entre les courants électriques I,
passant a travers la courbe fermée C et le plan complexe C qui la contient. Les courants
électriques I, définis positifs sortants et négatifs entrants, sont donc des multiples des
résidus,

I =27 Res H (z) =27 lim (2 — z) H (2) , (2.76)

Z2=2z) 2=z
ou 27 est le facteur multiplicateur. Cela montre que le module du champ magnétique com-
plexe |H (z) | décroit comme I'inverse de la distance |z— zi| par rapport au courant électrique
I, qui le génere. A I'aide du théoreme des résidus appliqué au champ magnétique auxiliaire
complexe H (z),
n
%H(z) dz=2mi Y Res H(z), (2.77)
“ =1 ok

la circulation de champ magnétique auxiliaire complexe (2.75) se réduit a la somme des
courants électriques qui le génerent,

Ty =2r» Res H(z)=)» Ii. (2.78)
=1

k=1

En identifiant les deux expressions (2.71) et (2.78), on obtient la loi d’Ampere,

Ty = &éH (r)-ds(r)= 1y . (2.79)

T
-
i

2.8 Identité remarquable

Afin d’établir 'identité remarquable liant les fonctions logarithme et arctangente, on
détermine au préalable la dérivée de la fonction arctangente & ’aide de la relation,

arctan (y (x)) = arctan (tanx) = x, (2.80)

La dérivée de la relation (2.80) par rapport a x s’écrit,

darctan (y (r))  darctan(y(z)) dy(z)
- e Rk e (2.81)

Compte I'identité (2.80), la relation (2.81) donne la dérivée de 'arctangente,

et (s)” - ()
- 1—|—taln2(x) N 1+;2(x)'

(2.82)

André-Marie Ampere
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Compte tenu de la décomposition de la fraction en éléments simples,

1 1 1 1
_ = " — . (2.83)
1+y2 2\1+4dy 1—dy
et de la condition au bord arctan (0) = 0, I'intégrale de la relation (2.82) donne l'identité
remarquable entre les fonctions arctangente et logarithme,

T ody 1 /x dy /:’3 dy )
t = — —
arcten () /0 1+ 2(0 T+ Jo 1=y

1 T . T .

([ R, [ (2:8)
21 \Jy 1+1y o 1— 1y
1 ) . 1 1+ix

—%(ln(1+zx)—ln(1—zx))—2_ln( )

1 1— 1z
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Fonction gamma

3.1 Introduction

La fonction gamma, notée I' (z), ou z € C, est 'une des fonctions spéciales & argument
et valeur complexes les plus importantes en analyse. Cette fonction est I'extension la plus
simple de la factorielle aux corps des nombres complexes. Elle est intimement liée a la
fonction zéta de Riemann, notée ¢ (z), qui est une extension de la série harmonique, par la
relation suivante,

z—1

r(z)g(z):/ooox dr ol C(2)=Zn—1z- (3.1)
n=1

et — 1

La fonction zéta de Riemann joue un role central en théorie des nombres et a des applications
en physique quantique, notamment pour la description de la force de Casimir. L’hypothese
de Riemann qui a trait a la répartition des zéros complexes de la fonction zéta de Riemann,
est considérée comme le plus important probleme mathématique non résolu. Elle permet
de rendre compte de 'occurrence des nombres premiers dans la suite des entiers naturels.
Cette hypothese est la conjecture selon laquelle les zéros non triviaux de la fonction zéta de
Riemann ¢ (z) sont des nombres complexes dont la partie réelle vaut une demie, c’est-a-dire
z =Rez = ; (Fig. 3.1).

[¢(2) |

arg ¢ ()

r

0
L |
z=Rez= [
-

FIGURE 3.1 La forme de la norme de la fonction ¢ (z) = | ¢ (2) | e?®8¢(*) est représentée
sur le graphique et son argument est donné par sa couleur. La droite en gras x = Rez = 1/2
contient les zéros non triviaux de la fonction ¢ (z).

N |

T

Les propriétés de la fonction I' (), notamment sa relation I' (z + 1) = 2T (z), qui permet
de généraliser la notion de factorielle I (n + 1) = n!, sont établies en sect. 3.2. Les poles
simples de la fonction I' (2) en z = —n € Z/N*_ et les résidus correspondants sont déterminés
en sect. 3.3. Le développement en produit de la fonction I" (2) qui fait intervenir la constante
d’Euler-Mascheroni v = 0.5772156649 est établi en sect. 3.4. La formule de Stirling qui donne
une approximation de la factorielle n! dans la limite des grands nombres et le logarithme
de cette formule sont déterminées en sect. 3.5. Pour ce faire, la fonction gamma T (2),

Hendrik Casimir

Bernhard Riemann

Millenium Prize
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qui est définie comme l'intégrale d’'une maxwellienne, est approximée par l'intégrale d’une
gaussienne.

En guise d’application de la formule de Stirling, on montre en sect. 3.6 que lorsque la
température tend vers zéro, I'entropie du mélange isotherme de deux gaz parfaits, constitués
de N; et Ny molécules respectivement, est le produit de la constante de Boltzmann kp et
du logarithme du nombre €2 de configurations macroscopiques,

N!
NN,
car l'entropie S est une grandeur additive, le nombre de configuration €2 est une grandeur
multiplicative et kp est le quantum d’entropie. Comme application de la représentation

S=kplnQ ol Q (3.2)

intégrale de la fonction T'(z), la statistique d’un gaz parfait monoatomique & 1’équilibre
thermique avec un réservoir de chaleur a température T est décrite en sect. 3.7. La densité de
probabilité énergétique de Maxwell-Boltzmann fr (E) est exprimée en termes de la fonction
I' (1/2) et la valeur moyenne de I’énergie atomique ( E') est écrite en termes de la fonction
I' (3/2). On en déduit que la température T est une mesure de lagitation atomique.

3.2 Propriétés

La fonction gamma qui étend la notion de factorielle au corps des nombres réels R est
définie sur ce corps de la maniere suivante,

F(x)z/ tT= et dt ol z €R. (3.3)
0
Par inspection graphique (Fig. 3.2),
F(n—l—l):/ tmetdt ou neN, (3.4)
0

on constate que la fonction I' (n 4 1) est la fonction factorielle,
I'n+1)=mn!. (3.5)

La fonction I' () peut étre généralisée au corps des nombres complexes C de maniere directe,

I'(z+1)
' | E i A
IRV
—~

F1GURE 3.2 La fonction I' (x + 1) = a! siz =n € N. Siz € Z/N alors la fonction I' (z + 1)
diverge.

F(z):/ t*~le tdt ou z=x+1iy €C. (3.6)
0

A T'aide d’une intégration par parties, on obtient une relation de récurrence pour la fonction
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IT(2)]
argI' (z)
[ ™
T 0
-

FIGURE 3.3 La forme de la norme de la fonction T’ (z) = |T'(2) | e*®"8T(*) est représentée
sur le graphique et son argument est donné par sa couleur.

gamma,
F(z—i—l)z/ tPe tdt = —tze_t‘ +/ zt* e tdt
? v (3.7)
= z/ t*"le tdt = 2T (2) .
0
En évaluant la fonction gamma (3.6) en z = 1, on trouve,
© 0o
r(1):/ etdt = — e_t‘ ~1. (3.8)
0 0

Par conséquent, compte tenu de la valeur particuliere (3.8), on établit explicitement
P’équivalence entre la fonction gamma et la factorielle par récurrence (3.7),

F'(n+1)=nT(n)=nlT(1)=n!. (3.9)
En particulier lorsque n = 1, on en conclut (Fig. 3.2),
o=T(1)=1. (3.10)

Pour un nombre complexe z ¢ Z, la fonction gamma satisfait la formule des compléments

d’Euler,
0

Pz)r1-z =

sin (7wz)’ (3:.11)

dont la démonstration assez ardue est faite en exercice. Cette formule évaluée en z = 1/2
s’écrit,

r (%)2 —r  ainsi T <%) _J7 (3.12)

3.3 Poles et résidus

Afin d’évaluer le domaine d’analyticité de la fonction gamma, on se base sur la relation
de récurrence (3.7) qui peut étre remise en forme comme,
r 1 r 2 r 1
r-terh T2 Tletntl) (3.13)
z z(z+1) z(z+1)...(z+n)
Par conséquent, la fonction I' (z +n + 1) est analytique si Re(z) > — (n+ 1) pour tout
n € N. Compte tenu de la relation de récurrence (3.13), on en déduit que les pdles simples
de la fonction gamma sont les entiers négatifs,

ze€{0,-1,-2,-3,...}. (3.14)
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Ainsi, le domaine de convergence de la fonction gamma est le suivant : C/Z_. A aide de la
valeur particuliere (3.8) et de la relation de récurrence (3.13), on détermine les poles de la

fonction gamma en z = —n,
: ') (="
Res I'(z) = 1 = . 3.15
[Res T'(z) = lim —n)(—n+1)...(-1) n! (3:.15)
Par conséquent, la somme des résidus de la fonction gamma s’écrit,
- D 1
E Res T'(2) = E — = =-. 3.16
n=0 S r G ’ € (316)

3.4 Développement en produit

Afin d’obtenir un développement en produit de la fonction gamma (3.6), on 'exprime
d’abord de la maniere suivante,

[e%e} n t n
F(z):/ e 't~ 1dt = lim (1— ) t*==tdt, (3.17)
0 n—oo 0 n
ol la limite et la somme commutent par convergence uniforme. A I’aide du changement de
variable,
t L. dt
u=— ainsi du = —, (3.18)
n n
I’expression intégrale de la fonction gamma devient,
1
I'(z) = lim nz/ (1—w)"u*" tdu. (3.19)
n— oo 0

A T’aide d’une intégration par parties,

z n 1
/1(1— w)"u* du = wi=u
0

o : o * (3.20)
= f/ (1—w)"" "u*du,
% Jo
itérée n fois, on obtient le résultat suivant,
1 1
-1)...1
/ (17u)nuz71du: TL(TL ) / uz+n71du
0 z(z+1)...(z+n—-1) J,
_ 1
_ nn—1)...1 wrtn | (3.21)
z(z+1)...(z+n) 0
n!
Cz(z41). . (z+n)]
Au vu du résultat de l'intégrale (3.21), la fonction gamma (3.19) devient,
n!
T'(z) = lim n® (3.22)

Afin d’obtenir un développement en produit de la fonction gamma, cette fonction (3.22)
peut étre remise en forme comme,

1
I'(z) = lim eznm
" 2 (14 2) (1+§)...<1+%)
li e~ *(1+3+ti—Inn) efes ...en (3:23)
= 1m .
e z (1+z)(1+f)...(1+3)
2 n

Compte tenu de la constante d’Euler-Mascheroni,

11 1 1
Leonhard Euler y= lim <1 A R (n)> ~ 0.5772156649, (3.24)
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la fonction gamma (3.23) admet le développement en produit suivant,

T(z) = & ﬁ (1+ Z)_lez/’“. (3.25)

k=1

3.5 Formule de Stirling

La formule de Stirling est une approximation valable dans la limite des grands nombres
qui fait intervenir la fonction gamma. En réalité, cette formule est ’approximation d’une
factorielle dans cette limite. Compte tenu du lien (3.5) entre la factorielle et la fonction
gamma et de la représentation intégrale (3.4) de la fonction gamma,

n!:F(n+1):/ t"e*tdt:/ e”lnt*tdt:/ f(t)dt, (3.26)
0 0 0

ou la fonction f (¢) est,

f(t)=enmizt —yne-t, (3.27)

11 est utile de faire une étude de la fonction f (¢) afin de pouvoir 'approximer par une
gaussienne. La dérivée de cette fonction, évaluée a sa valeur extrémale t*, s’annule,

n .
£t = (t—* - 1) et — 0 ainsi t* =n. (3.28)
Par conséquent, la valeur extrémale de cette fonction est,
* * n
f(t*):enlnt —t :enlnn—n:nne—n: (ﬁ) ) (329)
e

Cette fonction est concave autour de sa valeur extrémale t* car sa dérivée seconde est

négative,
re=(F G-y )o-—5E) o ew

ce qui signifie qu’elle a un maximum. Dans la limite ot t — 0, la fonction s’annule,
(- D)f ke
lim f(t) =lim t"e~! = lim »  ~—— =0, (3.31)

t—0 t—0 t—0 k!
k=0

et dans la limite ot t — o0, elle est également nulle,

X k—n -1
lim f(t)= lim (") = lim (Z tk! ) =0. (3.32)

t—o0 t—o00 t—o0
k=0

La fonction f (t) est une maxwellienne (Fig. 3.4) qui peut en premiére approximation étre
considérée comme une gaussienne asymétrique déformée autour de son maximum. Afin de

e Int—n

t“=n

FIGURE 3.4 La fonction f (t) = e™™ =" (rouge) est le produit de la fonction t™ (vert) et

de la fonction e~ * (bleu).

Lorenzo Mascheroni
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I’exprimer comme une gaussienne déformée, on se base sur la largeur caractéristique d’une
gaussienne donnée par son écart-type,

o~n. (3.33)

On fait alors le changement de variable suivant,
t=t"+os=n++ns, (3.34)

dont l'inverse s’écrit,
t—mn
§ = ———— et dt = +/nds, 3.35
= Vi (3.35)
ou la variable s décrit le comportement de la fonction f(¢) autour de son maximum en
t = t*. Compte tenu du changement de variable inverse (3.34) et de sa différentielle, la

représentation intégrale d’une factorielle (3.26) devient,

nl — \/>/ —n—\/ﬁs—&-nln(n—i-\/ﬁs)d

SR [ i ) .
Gréce & Iidentité logarithmique,
e (r(1+7)) — gninn grin(1+57) (3.37)
la. représentation intégrale (3.36) devient,
l — \f/ eninn—n ~n(GE-m(1+ 7)) 4o
(3.38)

() e g

A Taide du développement en série de puissances du logarithme,

1n(1+\jﬁ>=—g;<—jﬁ>k, (3.39)

la représentation intégrale (3.38) devient,

v (@)

En sortant les deux premiers termes de la série dans 'argument de ’exponentielle (3.40), le

= o) >ds. (3.40)

premier compense le terme précédent et le deuxieme fait apparaitre une gaussienne déformée
dans l'intégrant,

n!:\/ﬁ(Z)n/_jﬁeXp<_;SQ_n§3;(—jﬁ)k>d8

= n(Z)"/;ef exp (”é;(;a)k) ds (3.41)
() [ e (5 (- ) o

A Taide du développement en série de puissances de ’exponentielle,

(1) SR e

la représentation intégrale (3.41) devient,

v [t (S (RO e ow



3.5. FORMULE DE STIRLING 31

Etant donné qu’une maxwellienne est une déformation d’une gaussienne, c’est-a-dire s < 1,
on peut effectuer un développement limité par rapport & s. Ainsi, les deux premiers termes
de la série, ot j = 0,1 s’écrivent,

§;<_Z(_jﬁ)k>j:1_Z(_\;ﬁ)k+0(32k) (3.44)

Dans la limite ou s < 1, le développement limité au cinquieme ordre en s du produit de la
série, ou k = 3,4, 5, s’écrit alors,

IS5 (-2(5)) T (-3(5) o)
(1 N g < \jﬁ>3+o(56)> (1 - % < 55)4+O(58)> (3.45)
() e

)

_ 2 6
=1t o T ean TO(0)

et la représentation intégrale (3.43) devient,

n\" [ _s2 3 st s° 6
nt=y/n (E) /_\/ﬁe 2 (1 T T teen Tt Ol )) o (8.46)
A Taide du changement de variables,
2 dt dt
t=—2 ainsi dt = —sds et ds=——=——, (3.47)
2 s V2t

et de la fonction réelle (3.3), I'intégrale symétrique d’une gaussienne vaut,

oo 52 oo 52 oo 52
/ e*Tdsz/ e*Tds:Q/ e 2 ds
Vvn — o0 0

7 =J§/Oooe‘tt—1/2dt=\/§r<;>:\/§_ 348)

Compte tenu de l'intégrale d'une gaussienne (3.48), dans la limite des grands nombres n,
la représentation intégrale de la factorielle (3.46) est écrite comme la somme d’un terme
dominant et d’un ensemble de termes correctifs,

n! 2mn (n 1+ / 5 5! + 5 +0 (% ) ds (3.49)
'~ 2mn (— — - —+ — .
e Vor 3nl/2  4An ' Bnd/2 ’

La résolution de I'intégrale (3.49) faire apparaitre une série de termes correctifs explicites
appelée la série de Stirling,

n 1 1 139
I~ /2 ( ) 14— - 1) . .
" e < 1oy T ossnz a0 1O (3:50)

La série asymptotique de Stirling est formellement définie comme,

n! ak
-+ 351)
2mn (%) =0 "
ou les coefficients aj, sont exprimés en termes des coefficients impaires baj 1,
ap = (2]{1 + ].)” b2k+1 s (352)

qui satisfont la relation de récurrence,

el Z Gbibreri; | - (3.53)
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Dans la limite des grands nombres n, la série de Stirling tend vers 1,

o0

ay
> Sl (3.54)

k=0

Dans cette limite, on obtient alors la formule de Stirling,

n n
| ~ il
n! ~ 2 (e) . (3.55)
Le logarithme de la formule de Stirling (3.55) s’écrit,
Inn! ~In (ﬁ) +1n(2m)"/? =1n (3) +-lnn+=In(2r). (3.56)
e e 2 2
Compte tenu de l'identité logarithmique,
ln(g) =nlnn— nlne=nlnn— n, (3.57)

le logarithme de la formule de Stirling (3.56) devient,
1 1
lnn!znlnnfn+§lnn+§ln(27r). (3.58)

Les deux termes sont proportionnels a n alors que le troisieme terme est proportionnel au
Inn et le dernier terme est constant. Par conséquent, dans la limite des grands nombres n, les
deux derniers termes sont négligeables et ainsi le logarithme de la formule de Stirling (3.58)
se réduit a,

Inn! ~nlnn — n. (3.59)

Compte tenu de l'identité des fonctions gamma (3.5), la généralisation du logarithme de la
formule de Stirling au corps des réels s’écrit,

InT(zx+1)~xlnz — . (3.60)

Graphiquement, on constate que la différence entre les fonctions In (I' (z + 1)) et xlnz — =
est négligeable pour des valeurs de x > 10? (Fig. 3.5). Par conséquent, & I’échelle macro-
scopique du laboratoire pour un nombre de molécules qui est de l'ordre de grandeur du
nombre d’Avogadro Ny = 6,022 - 10?3, les fonctions In (I (z + 1)) et zlnz — x peuvent
raisonnablement étre considérées comme égales.

10%1

10°T

InT(z+1)

101

- T

1 10! 10°

FIGURE 3.5 Graphique log-log des fonctions In (I’ (z + 1)) et xlnz — x.

3.6 Entropie de mélange

Comme application de la formule de Stirling, on considere le mélange isotherme de deux
gaz parfaits. Le systeme isolé est constitué de deux gaz parfaits composés de deux types
de molécules distinctes, qui sont initialement dans deux compartiments séparés par une
paroi imperméable diatherme et mobile. Dans 1’état initial ¢, le premier compartiment de
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volume V; contient N7 molécules du gaz parfait 1 et le deuxiéme compartiment de volume V5
contient No molécules du gaz parfait 2. Les gaz sont & I’équilibre thermique & température
T et a I’équilibre mécanique a pression p. Ensuite, la paroi est brisée et les N = N1 + No
molécules des deux gaz parfaits diffusent dans ’ensemble du systeme de volume V = Vi + V5.
Le systeme tend alors vers un état d’équilibre final f constitué d’un mélange homogene des
deux gaz. Pour un mélange isotherme, la variation d’entropie est la somme de la variation
d’entropie de chaque gaz durant la diffusion de I’état initial ¢, ou les gaz parfaits 1 et 2 sont
séparés, a I'état final f, ol ils sont entierement mélangés (Fig. 3.6), s’écrit,

\%4 \%4
ASi*}f = ASl,i*)f + ASz’i%f =Ni kg In <V1> + Nokp In <V2) >0. (361)

Compte tenu de I’équation d’état du gaz parfait, les volumes initiaux des deux sous-systemes

Etat initial Etat final

008|000 O|@O
00000 900
0/0/8|0/0 @) (@
00000 L (@) )

@)
[ J
©)
[ J

0000
0)(0)(@)(®)
0)(0)(©)(®)
Olee®
@) J©) )
@) J©) )
[ )@ Jl®)

FIGURE 3.6 Mélange de 16 molécules d’un gaz parfait 1 représentées par des boules bleues
et de 16 molécules d’un gaz parfait 2 représentées par des boules blanches, initialement
séparées par une paroi.

s’écrivent,

N1 kgT NokpT
Vi = V1RB L Vo = Y2RhB £ (3.62)
p p
et le volume final du systeme est la somme des volume initiaux,
N1+ No)kgT NkgT
Vovipvy e MEN) ks T NkpT (3.63)
p p
Compte tenu des volumes (3.62) et (3.63), entropie de mélange (3.64) devient,
_ Ny Ny Ny Ny

Par extensivité de Pentropie, entropie du systeme S (T, p, N1, Na) apres la diffusion est la
somme des entropies des deux sous-systemes Sy (T, p, N1) et So (T, p, Na) avant le mélange
et de l'entropie de mélange AS;_,; (N1, Na),

S(Tmpa N17N2) = Sl (TJJ, Nl) + SQ (T7P7 NQ) + Aszﬁf (N17N2) . (365)

D’apres le troisieme principe, I'entropie des deux sous-systemes, constitués de gaz parfaits
purs avant le mélange, devient nulle lorsque la température tend vers le zéro absolu,

lim S; (T,p,N1) =0 et lim Sy (T,p, N2) =0. (3.66)
T—0 T—0
Ainsi, lorsque la température T' tend vers zéro, 'entropie du systeéme se réduit & ’entropie
de mélange,
S (N17 Ng) = %11’110 S (T‘,p7 Nl, Ng) == AS,LA)f (Nl,NQ) . (367)
—

Lorsqu’on fait tendre la température d’'un mélange de gaz parfaits vers zéro, sa pression tend
également vers zéro compte tenu de I’équation d’état d’'un gaz parfait,

pV = NkgT. (3.68)

Dans cette limite, l'entropie S (N1, N3) est uniquement une fonction des nombres de
molécules N1 et Ny de gaz parfaits 1 et 2. En substituant ’entropie de mélange (3.64)
dans l’entropie (3.67), on obtient,

SWLMQN@(%HHC%)+§?M(%>>. (3.69)
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Physiquement, ’expression de l’entropie (3.69) se réduit a l’entropie de mélange puisqu’on
néglige 'entropie due a l’agitation atomique en faisant tendre la température vers zéro.
L’entropie (3.69) peut étre développée comme suit,

S(Nl,NQ) = kB (N1 1HN+N21HN— N1 lan — NQIHNQ)

3.70
Zk‘B(NlnN—N—N11HN1—|—N1—N21DN2—|—N2), ( )

o N = Nj 4+ Ns. Compte tenu du logarithme de la formule de Stirling (3.59) dans la limite
des grands nombres, 'entropie (3.69) devient,

S(Nl,NQ):]{iB (IDN'— thl!— lnN2') 5 (371)
et elle est remise en forme comme,
N!

L’argument du logarithme de l’entropie (3.72) correspond au nombre 2 de configurations

macroscopiques qui est le nombre de combinaisons de N7 molécules parmi N ou les Ny
molécules de gaz 1 et les Ny molécules de gaz 2 sont séparément indiscernables entre elles
a I’échelle macroscopique. Cette approche conduit donc naturellement a une interprétation
statistique de la notion d’entropie découverte par Boltzmann.

3.7 Thermodynamique statistique

A Téchelle microscopique, un gaz parfait monoatomique & 1’équilibre thermique avec un
réservoir de chaleur a température T peut étre modélisé comme un ensemble d’atomes libres
considérés comme des points matériels effectuant des collisions élastiques. L’énergie cinétique
des atomes change en permanence en fonction des collisions. D’abord, on suppose que leur
énergie cinétique ne peut prendre que des valeurs discrétes. Il ne faut pas y voir plus qu'une
commodité de calcul. L’extension au continu est immédiate.

Etant donné que les atomes sont libres au sein d’un gaz parfait, il n'y a pas d’énergie po-
tentielle d’interaction entre eux. Par conséquent, I’énergie atomique moyenne ( E') d’un gaz
parfait monoatomique, constitué de NV atomes de masse identique m a 1’équilibre thermique
avec un réservoir de chaleur de température T, est la somme sur les n niveaux d’énergie
cinétique de la proportion d’atomes N;/N d’énergie cinétique E; multiplié par cette énergie
cinétique,

<E>:Zn: " F;, (3.73)

==

ou la probabilité qu'un atome ait une énergie cinétique F; s’écrit,

p(E) =~ (3.74)

(B) = Z E;p(E;) . (3.75)

Dans la limite du continu, la somme (3.75) est remplacée par une intégrale et la probabilité
p(F;) qu'un atome ait une énergie E; est remplacée par la probabilité fg (E)dE que cet
atome ait une énergie dans U'intervalle infinitésimal [F, E + dE]|,

<E>/OOOEfE(E)dE. (3.76)

La densité de probabilité énergétique fg (E) de Maxwell-Boltzmann, déduite de I’ensemble
canonique, est une maxwellienne de la forme,

27 E
fe (E) = W VE exp < M) ; (3.77)
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qui peut étre exprimée en termes du coefficient 3,

1
= — 3.78
b= rr (378)
comie,
f5(B) = 22 (8E)"? =58 (3.79)
Nis
A Taide de la variable sans dimension,
z=pE, (3.80)

la probabilité qu'un atome ait une énergie dans I'intervalle infinitésimal [E, E + dE] peut
alors étre écrite comme (Fig. 3.7),

fe (E)dE = (BE)? e~ PEq(BE) = % 227 2dz. (3.81)

2
Jr

Par conséquent, compte tenu de la fonction gamma (3.6), de sa valeur (3.12) évaluée en

fo(E)
A

kyT

3k, T
9k, T

. -

FIGURE 3.7 Maxelliennes représentant les densités de probabilités énergétiques fg (E)
pour trois températures fixées.

2z =1/2 et de la relation de récurrence (3.7) pour cette fonction, on obtient la condition de
normalisation des probabilités,

L AR N O

2 1
=~ -r(:)=——r(=
s (2) 7() -
comme il se doit. A I'aide de la variable sans dimension (3.80), de la probabilité (3.81) et de
la variable (3.78), on obtient le résultat suivant,

2 1 5,9 _ 2 3/2 —
— = *dz = — kT “dz . 3.83
N 2 e z NG s T z°/“e z ( )

Par conséquent, 1’énergie atomique moyenne s’écrit,

(o] 2 (o)
E :/ Efg(E)dE = — k T/ 22 e 2dz
> 0 E( ) \/7? b 0

2 5 2 31 _/1\ 3
— _ — = — T**F - :7]6 T
ﬁkBTP(2> =T 55 <2> 2P

D’autre part, I’énergie atomique moyenne est par définition de la forme suivante,

(3.82)

B f (E)dE =

(3.84)

<E><1mv2>;m<v2>. (3.85)
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En comparant les expressions (3.84) et (3.85) de 'énergie atomique moyenne, on en conclut
que,
1

3
5m<vZ> = 5kBT (3.86)

L’énergie atomique moyenne (3.86) n’est valable que pour un gaz monoatomique avec trois
degrés de liberté microscopiques qui sont les composantes cartésiennes v,, vy et v, de la
vitesse des atomes. Cette relation est capitale sur le plan conceptuel puisqu’elle montre que
la température T" d’'un gaz parfait monoatomique est une mesure de 'agitation atomique
qui est mesurée par la vitesse quadratique moyenne ({v? ).
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Calcul variationnel

4.1 Introduction

Le seul principe universel en physique qui permette d’établir aussi bien les équations de
champs d’Einstein de la relativité générale que ’équation de Schriédinger de la mécanique
quantique ou encore les équations de Maxwell de 1’électromagnétisme est le principe de
moindre action. Ce principe est obtenu a I’aide du calcul variationnel découvert par Euler
et appliqué a I’étude de la mécanique par Lagrange.

Le calcul variationnel consiste & minimiser la fonctionnelle action qui a une dimension
physique de moment cinétique. L’action S est définie comme l'intégrale temporelle de la
fonctionnelle lagrangien L qui a une dimension physique d’énergie. Dans la sect.??, on étudie
la dynamique d’un point matériel décrite par une seule coordonnée de position généralisée
q (t). Le lagrangien L (¢ (t), ¢ (t),t) est une fonctionnelle, c’est-a-dire une fonction des fonc-
tions position généralisée ¢ (t) et vitesse généralisée ¢ (¢) ainsi que de la variable temps t.
En minimisant 'action S [q] obtenue en intégrant le lagrangien par rapport au temps, on
obtient alors les équations d’Euler-Lagrange décrivant la dynamique du point matériel.

La transformation bijective de Legendre du lagrangien L (¢ (t), ¢ (¢),t) par rapport a la
vitesse généralisée donne ’hamiltonien H (¢ (t),p (t),t) qui est une fonction de la quantité de
mouvement généralisée et a une dimension d’énergie, comme le lagrangien. Si le lagrangien
est indépendent du temps, alors 'hamiltonien est la constante de Beltrami du mouvement
comme montrée en sect.4.3.

Afin d’obtenir les équations de champs d’Euler-Lagrange, on remplace la position
généralisée ¢ (t) par les champs scalaires ¢, (r,t) ot p = 0,1,2,3 en sect. 4.4. L’action
S [pu] est alors une fonctionnelle de ces champs obtenue en intégrant la densité lagran-
gienne L (¢, d')u, 0; ¢,,) par rapport a 'espace et au temps. Les équations de champs d’Euler-
Lagrange décrivant 1’évolution spatio-temporelle de ces champs est obtenue en minimisant
I’action par calcul variationnel.

Comme application des équations d’Euler-Lagrange pour un point matériel, on montre en
sect. 4.2 que la trajectoire qui minimise le temps de parcours d’un point matériel entre un
état initial et un état final fixés est une courbe brachistochrone. On le compare au temps
de parcours pour un mouvement rectiligne. En guise d’application essentielle des équations
de champs d’Euler-Lagrange, on établit les équations de Maxwell en minimisant ['action
électromagnétique S [¢, A] en sect. 4.6.

4.2 Equation d’Euler-Lagrange

Pour un point matériel dont le mouvement décrit par un seul degré de liberté, I'action
S1g] est une fonctionnelle de la coordonnée de position généralisée g. Elle est définie comme
I'intégrale temporelle du lagrangien L (q (t),q(t),t), qui une fonction de la coordonnée
généralisée ¢ (t), de la vitesse généralisée ¢ (t) et du temps ¢,

Slql = //f L (q (t),q(t),t) dt ottt (4.1)

ti
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Les équations d’Euler-Lagrange qui décrivent la dynamique d’un point matériel sont obte-
nues en minimisant de l’action S [¢]. La variation infinitésimale de I’action entre g et g + dg
définie comme,

35S =S[qg+dq] — Slq], (4.2)

s’écrit explicitement,

58 = /t _tf 5L (q (t),d(t) ,t) dt, (4.3)

i

ou la variation infinitésimale du lagrangien est,

SL(a()).d(®) ) =L (a®)+0a().d(®) +3d().t) = L(a().d(®).t).  (44)

La variation de Paction (4.3) est exprimée en termes des variations infinitésimales de la
coordonnée généralisée dq (t) et de la vitesse généralisée 04 (),

55 = /ttf L (q (t%q’(t)) dt = /ttf (a?ft) dq (t) + 82?75) &q (t>> dt, (4.5)

ou la dépendance temporelle est devenue implicite afin d’alléger ’écriture. Les variations
infinitésimales de la coordonnée généralisée dg (t) ou de la vitesse généralisée §¢ (t) peuvent
étre écrites comme le produit d’une fonction 7 () ou de sa dérivée temporelle 7 (t) et de la
variation infinitésimale d’un parametre de,

6q(t)

0q (t) = 62((;) de =n(t)de et 0q (t) = i de =n(t)de. (4.6)

On fait varier laction en maintenant fixes la coordonnée généralisée ¢ (t) et la vitesse

généralisée ¢ (t) au temps initial ¢; et final ¢y,
dq(t;) =0dq(ty) =0 et  0¢(t;) =0d¢(ty) =0, (4.7)

ce qui implique que la fonction 7 (t) et sa dérivée temporelle 7 (¢) satisfont les conditions
aux bords,

n(t;)=n(ty) =0 et n(t;) =n(ts)=0. (4.8)

Compte tenu des variations de la position généralisée et de la vitesse généralisée (4.6), la
variation de laction (4.5) peut étre exprimée en termes de la fonction 7 (t) et de sa dérivée
temporelle 7 (t),

(0L 6q OL &g RE) oL
4S = — — 4+ —— |dedt =d — — 1| dt 4.
5 /t (aqde+aq'ds> : g/ti (aq“aq'") : (4.9)

ou la dépendance temporelle est implicite afin d’alléger ’écriture. L’intégration par parties
du deuxieme terme du membre de droite de la variation de I’action (4.9) s’écrit,

tr oL oL | trd (0L
pdt = = - (2= ) pat. 4.1
[ 5 / dt(aq'>” (4.10)

dq aq "
Compte tenu des conditions aux bords (4.8), le terme de bord dans le membre de droite de
l'intégrale par parties (4.10) s’annule,

i

Cwno| =5 - 5 @ =o. (1.11)

30 () (t)

t;

Ainsi, Uintégrale par parties (4.10) se réduit,

t 9L td (0L
——pdt = — — (= )ndt 4.12
. 0q" /t dt(aq>” ’ (4.12)

et la variation de 'action (4.9) est remise en forme comme,

tr (L d [OL
_ _ @ . 4.1
s =i | (50— (&) ) ne #13)
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Compte tenu de variation de la coordonnée généralisée (4.6), 'action S [q] est minimale
lorsque sa variation (4.13) est nulle,

ty 1oL d [OL
_ oL _ 4 (oL —0. 4.14
o5 / (aq dt(aq>)5th 0 (4.14)

Pour que l'action S [¢] soit minimale en tout temps ¢ € [t;, tf] quelle que soit la variation de
la coordonnée généralisée dq, il faut que l'intégrant (4.14) s’annule, ce qui donne I’équation

d’Euler-Lagrange,
d (0L oL
— =) - = =0, (4.15)
dt \ 9q dq
qui décrit le mouvement du point matériel. Parmi toutes les trajectoires possibles d’un point
matériel d’un état initial & un état final donnés, celle qui se réalise en pratique est celle qui
minimise son action S[g] en tout temps ¢. C’est la raison pour laquelle on appelle cette
approche variationnelle le principe de moindre action.

4.3 Constante du mouvement de Beltrami

Pour un point matériel dont le mouvement décrit par une seule coordonnée position
i1 . . J , . .
généralisée, I’hamiltonien est défini comme 1'opposé de la transformation de Legendre du
lagrangien par rapport a la vitesse généralisée ¢,

0L (g, ;1) . :
H(q,p.t) = (aq' ) q— L(g.4.t), (4.16)
ou la conjugaison entre la vitesse généralisée ¢ et la quantité de mouvement généralisée p
g’écrit,
9L (q,4,1) 9H (g,p,1)
G, t) = . et 1 (p,p,t) = . 417
p(q,4,t) 04 q(p.p,t) op (4.17)

Compte tenu de la transformation de Legendre (4.16) et des équations d’Euler-
Lagrange (4.15), la dérivée temporelle totale de I'hamiltonien s’écrit,

A AR AR A A

(4.18)
_(d(OLy_orLy. oL __or
“\at\oqg)  8¢)! T o T
Ainsi, pour un systéme qui est invariant par évolution temporelle,
oL
— =0, 4.19
5 (4.19)
I’hamitonien est la constante de Beltrami du mouvement,
H = cste. (4.20)

4.4 Equations de champs d’Euler-Lagrange

Afin d’obtenir les équations de champs d’Euler-Lagrange, on généralise I'approche suivie
en sect. 4.2 pour un point matériel. Concretement, on remplace la coordonnée généralisée
q(t) qui dépend uniquement du temps t par un ensemble de champs scalaires ¢, (7,t)
qui dépendent de la position r et du temps t. L’action S[¢,] est une fonctionnelle des
champs ¢,,. Elle est définie comme l'intégrale spatio-temporelle de la densité lagrangienne
L(dpu, éu, 0;¢,), qui une fonction des champs ¢,,, de leurs dérivées temporelles q'bu et de leurs

dérivées spatiales 0;¢,,
S (b, = /dt///d3r c (qsﬂ,éu,ai (;s“) : (4.21)

Joseph-Louis
Lagrange

Eugenio Beltrami
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oupu=0,1,2,3eti=1,2, 3. Les champs ¢1, ¢ et ¢3 peuvent par exemple correspondre aux
compostantes cartésiennes d’un champ vectoriel comme le vecteur potentiel magnétostatique
A = (¢1, d2, ¢3) et le champ ¢g & champ scalaire comme le potentiel électrostatique ¢ = ¢g.

Les équations de champs d’Euler-Lagrange qui décrivent 1’évolution spatio-temporelle
d’un ensemble de champs sont obtenues en minimisant de l'action S [¢,]. La variation infi-
nitésimale de I'action entre ¢, et ¢, + d¢, définie comme,

08 =28 [(b/z + 6925/1,} -5 [d)/t] ; (422)

58 = / dt /// Br 5L (qsﬂ,q'smai %) : (4.23)

ou la variation infinitésimale de la densité lagranienne est,
oL (¢m QB/M 0; ¢,u) =
£ (60 + 001 b1+ 03001 6+ (91.01) ) = £ (6330, 05 00 ) -

s’écrit explicitement,

(4.24)

La variation de laction (4.23) est exprimée en termes des variations infinitésimales de la
coordonnée généralisée dq (t) et de la vitesse généralisée §q (),

55 = /dt///d?’r £ (s d10s 05 00
/dt///d3 (a% 5, + éaéﬁg a(gimai (5%)) .

A T’aide d’une intégration par parties par rapport au temps et aux coordonnées spatiales, la
variation de Paction (4.25) devient,

65 = ///d?’r*‘”’“ +/dtia<gﬁm5¢ =0 (4.26)

ol (23 (2) - (%)

i=1

(4.25)

t=o00

T;=00
T

Compte tenu des conditions au bord de Dirichlet,

%g% 0, = tlggo 0¢, =0 et lim d¢, =0, (4.27)

|r] =00

qui rendent compte du fait que I'état initial et I’état final des champs ¢,, sont fixés, les deux
premiers termes de la variation de action (4.26), qui sont des termes de bord, s’annulent,

W56, oo, LN oL

Par conséquent, compte tenu de la variation de laction (4.26) et des conditions aux
bords (4.28), le minimum de I’action (4.26) s’écrit,

55 = /dt///d3 <%<§i> gdi(iﬂgﬁm))é%o' (4.29)

Pour que action S [¢,] soit minimale en tout temps ¢ en tout point r quelle que soit la

€T; =00 t=00

0. (4.28)

variation du champ 0¢,, il faut que I'intégrant (4.29) s’annule, ce qui donne les équations
de champs d’Euler-Lagrange,

d (oc 3. d oL oL
it (a¢> P (509) ~ 6, =" (430

qui décrivent 1’évolution spatio-temporelle des champs ¢,,. Parmi toutes les évolutions d’'un
état initial & un état final donnés, celle qui se réalise en pratique est celle qui minimise
laction S [¢,] en tout temps ¢ en tout point r.
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4.5 Brachistochrone

Comme application des équations d’Euler-Lagrange (4.15), on étudie la courbe brachis-
tochrone qui minimise le temps de parcours d’un point matériel entre une position ini-
tiale et une position finale données lorsque le point matériel est laché sans vitesse ini-
tiale. L’étymologie de cette courbe vient du fait qu’en grec “brakistos” signifie le “plus
court” et “chronos” est le “temps”. A priori, on pourrait penser que la droite est le chemin
entre deux points qui minimise le temps de parcours. Cela peut sembler intuitif en absence
d’accélération. En revanche, compte tenu de I'accélération due au champ gravitationnel, la
trajectoire qui minimise le temps de parcours est plus compliquée. En titre d’exemple, on
peut se référer a une trajectoire balistique parabolique. Si on lache simultanément trois billes
sans vitesse initiale du méme point le long de trois trajectoires différentes : une droite, une
rampe avec une pente initiale initiale raide et une pente finale douce et une courbe brachis-
tochrone, la derniere arrive en premier et la premiere en dernier en position finale (Fig. 4.1).

FIGURE 4.1 Les trois billes sont lachées initialement du méme point (en haut & gauche). La
bille rouge (brachistochrone) gagne, la bille jaune (rampe) est deuxiéme et la bille blanche
(droite) perd.

On peut aussi imaginer quatre courbes régulieres entre deux points a des hauteurs
différentes : une ligne, une parabole, une cycloide et un arc de cercle. On va montrer que la
courbe qui minimise le temps de parcours du point initial 1 au point final 2 est la cycloide
(Fig. 4.2).

V5
&

C
(&
0/6’

FI1GURE 4.2 Un point matériel se déplace selon trois trajectoires régulieres du point 1 au
point 2 : une ligne (noir), une parabole (vert), une cycloide (rouge), un cercle (bleu).

Le temps de parcours T [y] du point matériel peut étre considéré comme une fonctionnelle
de la coordonnée verticale y (x) qui est une fonction de la coordonnée horizontale z dont la
dérivée y' (z) est la pente de la trajectoire en y (z),

T =7 (v @) on o @)= 2 (431)

La vitesse scalaire instantanée est la dérivée temporelle de la variation infinitésimale de
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I’abscisse curviligne,
vy (@) = S (4.32)

Le temps de parcours du point matériel du temps initial ¢; ou il se trouve au point 1 de
coordonnées (0,h) au temps final ¢2 ou il se trouve au point 2 de coordonnées (d,0) est
l'intégrale des intervalles de temps infinitésimaux dt entre t; et to (Fig. 4.3),

[ (TP ds(y(2)
Ty = /t dt = /y o SaE) (4.33)

ouy(0)=0et y(d) = h.

<
—
N

FIGURE 4.3 Un point matériel se déplace selon une cycloide y () en rouge du point 1 de
coordonnées (0, h) au point 2 de coordonnées (d, 0).

Par inspection graphique, la variation infinitésimale de I’abscisse curviligne s’écrit,
ds (y (z)) = \/da? + dy? () = /1 + 92 (z) dz. (4.34)

En absence de frottement, I’énergie mécanique du point matériel de masse m est conservée.

En comparant 1'énergie mécanique F pour une position y (x) et une vitesse v (y (z)) quel-
conques & sa valeur pour une position initiale & I'origine, c’est-a-dire y (0) = 0, et une vitesse
initiale nulle, c’est-a-dire v (y (0)) = 0, on obtient I'identité suivante,

1
E= B mv? (y () +mgy (x) = 0. (4.35)
On en déduit I'expression suivante pour la vitesse scalaire,

v(y (@) =+v2gy(x)>0. (4.36)

Compte tenu de la variation infinitésimale de labscisse curviligne (4.34) et de la vitesse
scalaire (4.36), le temps de parcours (4.31) devient,

1+y?(2)
97 (4.37)

D’un point de vue dimensionnel, ’action est le produit d’une énergie et d’un temps. La
fonctionnelle action du point matériel S [y] est donc le produit de sa masse constante m, du
carré d’une vitesse constante, choisie par exemple comme étant la vitesse de propagation de
la lumiere dans le vide ¢ sans perte de généralité, et de la fonctionnelle temps de parcours

T lyl,
1492 (x)

S[y] = me* T [y] = me? 290 (2)

(4.38)

L’action est l'intégrale temporelle du lagrangien,

sl = | "Ly @) dt ). (4.39)

Afin de pouvoir exprimer laction (4.38) comme l'intégrale temporelle du lagrangien, on
lie l'intervalle de temps infinitésimal au déplacement infinitésimal dx & I'aide d’une vitesse
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constante, qu’on choisit comme étant la vitesse de propagation de la lumiere dans le vide ¢
sans perte de généralité,

dt (z) = 22 . (4.40)

L’action (4.39) peut alors étes remise en forme comme,

si= [ 2 (v @) % (141)

c

En comparant les expressions (4.38) et (4.41) de P’action, on en conclut que le lagrangien du

point matériel est,
14y (x)
L(y x),y x):mc?’ . 4.42
(). (@) 3o ) (142)

Afin de passer de la mécanique analytique & la description de la courbe brachistochrone, on
utilise la correspondance suivante,

dt — d?a: et  q(t)—y(x) et  G(t)—y (x). (4.43)

Par conséquent, le minimum de l’action (4.14) devient,

/9L d (0L dx

Afin que l'action S [y] soit minimale pour toute coordonnée d’abscisse x € [0,d] quelle que
soit la variation de la coordonnée d’ordonnée Jy, il faut que 'intégrant (4.44) s’annule, ce
qui donne les équations d’Euler-Lagrange pour la courbe brachistochrone,

d (0L oL
— | == |- s =0. 4.45
dx (81/’) dy (4.45)
Clairement, le lagrangien (4.42) ne dépend pas explicitement de la coordonnée d’abscisse z,

oL _

or
Compte tenu de la sect 4.3 et de la correspondance (4.43), la constante du mouvement de
Beltrami (4.16) s’écrit,

0. (4.46)

0L
0y (w

) y' (z) — L = cste. (4.47)

On note que cette constante du mouvement K n’est pas '’hamiltonien H du systéme car
y' (z) n’est pas la vitesse scalaire. La dérivée partielle du Lagrangien (4.42) par rapport a la
pente y’ (x) s’écrit,

oL me’y' (z) y' ()
; = = s . (4.48)
O (x)  V2gy(@)(1+y?(z) 1+y2 ()
Compte tenu de I'identité (4.48), la constante de Beltrami (4.47) devient,
y? (z) L
K=|—3=—-1|L=—- ———— =cste. 4.49
(e EEDEA )

A Taide du lagrangien (4.42), la constante du mouvement (4.49) peut étre remise sous la
forme suivante,

m63 mCS

T 29y (1+y2(@)  VigR

ou R est une constante géométrique avec une unité physique de longueur. Compte tenu de
la relation (4.50), on en déduit I'identité géométrique suivante,

= cste, (4.50)

y(x) (1 + 92 (m)) = 2R = cste. (4.51)
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La pente positive vers le bas est la solution positive de I'identité géométrique du deuxieme

degré (4.51),
y' (x) = dzilf) =/ 2Ry_(j)(x) : (4.52)

On en déduit la relation suivante entre les différentielles d’abscisse et d’ordonnée,

_ Y
dx71/2R_ydy. (4.53)

Afin de montrer que la trajectoire qui minimise ’action, c’est-a-dire la courbe brachisto-

chrone, est une cycloide, on exprime les coordonnées d’abscisse et d’ordonnée de maniere
paramétrique. Pour ce faire, on utilise le changement de variable suivant,

y=R(1— cos?) . (4.54)
Ainsi, la différentielle de la coordonnée d’ordonnée (4.54) s’écrit,
dy = Rsinfd6 . (4.55)
En substituant la différentielle (4.55) dans la relation différentielle (4.53), elle devient,

1— cosf . R (1— cosb)
de = Ry/>— %7 qingdp = L7
=R 1+ cos@ s V1= cos20

La coordonnée d’abscisse est obtenue en intégrant sa différentielle (4.56),

sinfdf = R (1 — cosf)df. (4.56)

T 0
T z/ dr' = R/ (1— cos®')dd = R (0 — sind) . (4.57)
0 0

Les relations (4.54) et (4.57) sont les équations paramétriques des coordonnées cartésiennes
x et y d’'une cycloide de rayon R. Par conséquent, on a montré que la courbe brachistochrone
est une cycloide (Fig. 4.4).

O .

2R

FIGURE 4.4 La courbe brachistochrone est une cycloide de rayon R (bleu).

Intuitivement, on comprend bien que le point final 2 correspond au minimum de la cycloide
(Fig. 4.4). A présent, on va le montrer en exprimant les coordonnées cartésiennes (d, h) du
point 2 en termes du rayon R. En évaluant les équations paramétriques (4.54) et (4.57) au
point 2 pour un angle 65 € (0,27), on obtient les relations,

d= R (63 — sinby) et h=R(1— cosbs) . (4.58)

Afin d’exprimer la hauteur h en termes du rayon R de la cycloide, on détermine 'extrémum
du rapport de ces deux grandeurs en fonction de I’angle 6,

d (% (65))
do,

~d(1— cosbh)

] =sinfy; =0. (4.59)
02

02

L’angle 6> au point 2 qui minimise le temps de parcours est donc,
(92 =T. (460)

Ainsi, les coordonnées d’abscisse et d’ordonnée (4.58) du point 2, lorsque le temps de parcours
est minimal, s’écrivent (Fig. 4.5),

d=nR et h=2R, (4.61)
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FIGURE 4.5 La premiére demi période de la cycloide correspond a la courbe brachisto-
chrone (bleu).

comme il se doit. Compte tenu des relations (4.37), (4.51) et (4.54), on obtient le temps de
parcours du point matériel le long de la cycloide,

14y (x) /d 2R
——F dr = ———— dz
29y (x) o \ 299*(x)
:/ 2R 5 R(1— cos®)dd (4.62)
o \[2gR?(1— cosb)

:1/5/ dGZTFHE.
g9 Jo g

A titre de comparaison, on détermine le temps de parcours du point matériel en ligne droite
de ’état initial a I’état final. Le mouvement rectiligne du point matériel uniformément

accéléré dont la trajectoire fait un angle « constant avec 1’horizontale est soumis a une
accélération g sin a. La distance d’ parcoure durant un temps de parcours 7" lorsque le point
matériel est laché sans vitesse initiale est exprimée en termes de la dénivellation h = 2R
(Fig. 4.6),

1 1 2R
d’:§gsinaT’2:§gyT'2.

(4.63)

FIGURE 4.6 Mouvement rectiligne uniformément accéléré du point matériel selon une tra-
jectoire qui fait un angle a avec I’horizontale.

Par inspection graphique, compte tenu du théoréeme de Pythagore, la distance d’ parcourue

d' =\/(mR)* + (2R)> = 7R /1 + % . (4.64)

Compte tenu du temps de parcours (4.62) selon la courbe brachistochrone et de la dis-
tance (4.64) parcourue en ligne droite, le temps de parcours en ligne droite (4.63) s’écrit,

d R 4 4
T = = \/1 —\/1 — T'=1.185T. 4.
N 7r1/g —|-7T2 —|-7T2 85 (4.65)

Par conséquent, le temps parcours d’un état initial & un état final fixé est 18.5% plus long
en ligne droite que selon une courbe brachistochrone.

en ligne droite s’écrit,
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4.6 Equations de Maxwell

En guise d’application des équations de champs d’Euler-Lagrange (4.30), on établit les
équations de Maxwell en minimisant I'action d’'un champ électromagnétique en présence
d’une densité de charge électrique p (r,t) et d’une densité de courant électrique j (r,t) dans
le vide,

1 1 .
S [¢, A] :/dt// d*r (2 <50E2 (6, A) — — B? (A)) - p¢+g-A) : (4.66)
Ho
ou ¢ est potentiel scalaire, A est le potentiel vecteur, ¢ est la permitivité électrique du
vide et pg est la perméabilité magnétique du vide. Compte tenu de la relation (4.21), l'ac-
tion électromagnétique (4.66) est l'intégrale spatio-temporelle de la densité lagrangienne
électromagnétique,

1 1 .
£ 4) =5 (0B (0.4)~ LBA)) - potiA, (4.67)
ou les champs électrique et magnétique sont exprimés en termes des potentiels comme,
E(p,A)=-Vo— 0 A et B(A)=VxA. (4.68)

Pour l'action du champ électromagnétique interagissant avec des particules chargées et des
courants électriques, les degrés de liberté sont le potentiel scalaire et les trois composantes
du potentiel vecteur, c’est-a-dire que ¢, € {¢, A;}. La densité lagrangienne (4.67) est écrite
en composantes comme,

3 3 3
z:(as,Az)—;ZEi—%ZBi—pwzng“ (4.69)
1=1 =1 =1
ou les composantes des champs électrique et magnétique sont exprimées en termes des com-
posantes des potentiels comme,

3
E,=—-0;¢— Al et B; = Z €ijk 8jAk . (4.70)
G k=1

Ainsi, les dérivées partielles des champs électromagnétiques s’écrivent,

=—0J;; et — =—0;; et —— =¢cijk. 4.71
a(aj (b) v 8Aj iJ a(aj Ak) ijk ( )
Les équations de champs d’Euler-Lagrange (4.30) pour le potentiel scalaire ¢,, = ¢ s’écrivent
formellement,
d (L) < d ( oL ) oL
— =+ — - —=0. 4.72
di (8(]5) ; dz; \0(9;¢) d¢ (4.72)
Etant donné que la densité lagrangienne (4.69) ne dépend pas explicitement de q'ﬁ,
% =0, (4.73)
¢
les équations d’Euler-Lagrange (4.72) se réduisent a,
3
d E;
<a,c OF; >—a£:o (4.74)
—1 dLL'] BEZ 0 (8] qf)) (9¢

A Taide de la densité lagrangienne (4.69) et des dérivées partielles (4.71), les équations
d’Euler-Lagrange (4.74) deviennent,

3

d
> @(—EoEi@‘j)JrP:O, (4.75)
ij=1

ou de maniere équivalente,

3
YN ooE =", (4.76)
=1 =0


https://fr.wikipedia.org/wiki/James_Clerk_Maxwell
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qui est ’équation de Gauss électrique,

v.E=2. (4.77)
€0

Les équations d’Euler-Lagrange (4.30) pour les composantes scalaires ¢, = A; du potentiel
vecteur s’écrivent formellement,

d [ oc °d oL oL
Aa%)*?}@(ﬂ@@)%o' 47
Elles sont remises en forme comme,
d (oc OE; . d (0L 0B oL
dt <8E1- aAJ) +i;1 dz; <8Bk a(aiAj)) “oa, (479)

A Taide de la densité lagrangienne (4.69) et des dérivées partielles (4.71), les équations
d’Euler-Lagrange (4.79) deviennent,

3

d d 1 .
; = (—e0 E; 6ij) +i;1 pr (— %Bk Ekz‘j) —j; =0, (4.80)
par antisymétrie des symboles de Levi-Civita ey;; = —ej,. Par conséquent, I’équation

d’Euler-Lagrange (4.80) est remise sous la forme suivante,

3
€jik Oi Br = po jj + €0 pro O Ej (4.81)
ik=1
qui est la composante j de ’équation vectorielle de Maxwell-Ampere,

VXB:M0j+€0LLOatE. (482)

La divergence du champ magnétique B exprimée en termes du potentiel vecteur A s’écrit
vectoriellement,

V- B=V- (VxA), (4.83)

et se transcrit en composantes pour donner explicitement ’équation de Gauss magnétique,

3 3 3
V-B= Z 0; Z ik 05 Ak | = Z €ijk 0; 0 A, = 0. (4.84)
i=1

J,k=1 i,5,k=1

Le rotationnel du champ électrique E exprimé en termes des potentiels scalaire ¢ et vecteur
A donne I'équation de Faraday,

VXE=-VxV¢-Vx0A=-0,VxA=-9,B. (4.85)

Tullio Levi-Civita


https://fr.wikipedia.org/wiki/Tullio_Levi-Civita




5
Probabilités et statistiques

5.1 Introduction

Les probabilités et les statistiques qui en découlent sont omniprésentes en physique. Elles
sont soit inhérentes a la théorie, comme c’est la cas en physique quantique, soit liées a un
manque d’information, comme c’est le cas en physique statistique. En effet, d’un point de vue
pratique, il n’est pas possible de décrire le comportement macroscopique de la matiere a l’aide
des coordonnées de position et de vitesse de I’ensemble de ses constituants microscopiques.
Il est donc nécessaire d’adopter une approche statistique.

Les probabilités sont normalisées et satisfont les trois axiomes de Kolmogorov énoncés en
sect. 5.2. Les valeurs moyennes ( X ) des variables aléatoires X discréte et continue ainsi que
leur variance o2 sont également définies dans cette section. Les bases de I’analyse combina-
toire sont posées en sect. 5.3 en définissant les permutations P,, de n éléments discernables,
les arrangements A7 de k éléments discernables parmi n avec et sans répétition, et les com-
binaisons C}' de k éléments indiscernables parmi n.

Les lois statistiques discretes et continues qui interviennent le plus fréquemment en phy-
sique sont la loi binomiale B (k,n,p) , la loi de Poisson B (k, \) et la loi normale G (x, y, o)
définies en sect. 5.4.

En guise d’illustration physique des lois statistiques binomiale et normale, on modélise la
marche aléatoire d’une particule sur un réseau unidimensionnel en sect. 5.5. La symétrie du
mouvement implique que la probabilité p qu'une particule se déplace vers la gauche est égale
a la probabilité ¢ qu’elle se déplace vers la droite. Dans la limite du continu, c’est-a-dire
en faisant tendre la taille de la maille spatio-temporelle du réseau vers zéro, la probabilité
de trouver la particule sur le site k du réseau a I’étape n divisée par I’arréte a tend vers la
densité de probabilité f (z,t) de trouver cette particule en position x au temps ¢. Dans cette
limite, la loi binomiale B (k,n, p) discrete tend vers la loi normale G (x, i, o) continue. Ceci
une application intéressante du théoreme central limite des statistiques.

Les dérivées partielles temporelles et spatiales de la densité de probabilité f (x,t) sont
liées par la constante de diffusion D & travers ’équation de diffusion de probabilités en une
dimension en sect. 5.6. La densité de probabilité et I’équation de diffusion de probabilités
en deux et trois dimensions sont établies en sect. 5.7. Comme il n’y a pas de corrélation
entre les densités de probabilités selon des axes orthogonaux, la densité de probabilités en
deux dimensions est factorisable f (z,y,t) = f (z,t) f (y,t) et il en va de méme en trois

dimensions f (z,y,2,t) = f (z,t) f (y,t) f (2,1).

5.2 Probabilités

La probabilité de réalisation d’un événement particulier A, qui est un sous-ensemble de
I’ensemble €2 des événements possibles, s’écrit,
A
_#4 (5.1)
#Q
ou # A est le nombre d’éléments de A et # 2 est le nombre d’éléments de €. Les probabilités
satisfont les trois axiomes de Kolmogorov,

p:ACQ—[0,1] tel que  p(A4)



Andrel Kolmogorov

Thomas Bayes
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10<p(A)<1 VA,

3p(AUB)=p(A)+p(B) si p(ANB)=0 VADB.

La somme des probabilités doit satisfaire la condition de normalisation,

> p(4)=1. (5.2)
A

La probabilité de non réalisation d’un événement particulier A est le complément de la
probabilité de réalisation de cet événement,

p(A)=1-p(A). (5.3)

La probabilité p (A N B) que les événements A et B se réalisent simultanément est exprimée
soit en termes de la probabilité conditionnelle p (A |B) que I’événement A se réalise sachant
que l’événement B s’est déja réalisé soit en termes de la probabilité conditionnelle p (B|A)
que I'événement B se réalise sachant que I’événement A s’est déja réalisé comme,

p(ANB)=p(A|B)p(B)=p(B|A)p(4) . (5.4)
On en déduit le théoreme de Bayes,
p(B|A) p(A)
p(B)

Une variable aléatoire X (A) réelle discrete est une fonction qui associe a chaque événement
un nombre entier, X : A — R. L’espérance de cette variable aléatoire représente sa valeur
moyenne pondérée par les probabilité de réalisation p (A) des événements A € Q. Ainsi, elle
est définie comme,

p(A[B) = (5.5)

(X)=> X(A)pA). (5.6)

ACQ

La variance d’une variable aléatoire o2 est ’espérance du carré de la déviation de la variable
aléatoire par rapport a son espérance,

0% = (X - (X)), (5.7)

qui peut étre développée comme,
0% = (X? = 2(X) X+ (X)2) = (X2) — 2(X)(X )+ (X)2, (5.8)

qui peut remise en forme comme,
o2 =(X*) - (X)*>0. (5.9)

L’écart type est défini comme la racinée carrée de la variance,
oc=+/(X?)—(X)2>0. (5.10)

Pour une variable aléatoire continue X (x), la probabilité qu’elle ait une valeur inférieure ou
égale a a est donnée par fonction de répartition,

p(X <a)= [“ fx () dx, (5.11)

ol fx (x) est la densité de probabilité de la variable aléatoire X (x). Le produit fx (z)dx
est la probabilité que la variable aléatoire X (x) ait une valeur comprise dans Uintervalle
infinitésimal [z, z 4+ dz]. La condition de normalisation s’écrit,

p(X<—|—oo)=/Jroo fx (z)dx=1. (5.12)

— o0


https://fr.wikipedia.org/wiki/Andreï_Kolmogorov
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L’espérance, ou la valeur moyenne de la variable aléatoire continue X (z) est une intégrale
pondérée par la densité de probabilité sur le domaine de définition (—oo,00) de la variable
aléatoire,

+ oo
(X) :/ X (2) fx (z)d. (5.13)

— o0
La modélisation d’un phénomene physique fait souvent intervenir plusieurs variables

aléatoires. Dans le cas ou n variables aléatoires Xi (z1) ... X, (z,) sont indépendantes,
la fonction de répartition de I’ensemble des variables aléatoires est factorisable,

p(Xi<ay,...,. Xpn<zp)=p(X1 <21)...p0( X, < ) - (5.14)

Dans ce cas, compte tenu de la définition de la fonction de répartition (5.11), les densités de
probabilités sont aussi factorisables,

le’man (xl, N ,iL'n) = le (1’1) NN an ({En) . (515)

5.3 Analyse combinatoire

L’analyse combinatoire a pour but de compter le nombre d’éléments d’un grand ensemble
fini a ’aide de configurations. Il y a quatre types de configurations principales : les permuta-
tions, les arrangements avec répétition, les arrangements sans répétition et les combinaisons.
Le nombre de permutations P,, de n éléments discernables s’écrit,

P, =nl. (5.16)

En effet, il y a n possibilités pour le premier élément, n — 1 possibilités pour le deuxieme
élément et ainsi de suite . .. jusqu’au dernier. Le nombre de permutation P, est le produit des
possibilités pour les n éléments. Le nombre d’arrangements A} de k éléments discernables
parmi n avec répétition s’écrit,

AT =nk . (avec répétition) (5.17)

En effet, il y a n possibilités pour le premier élément, n possibilités pour le deuxieme élément
et ainsi de suite . .. jusqu'au k¢. Le nombre d’arrangements A¥ avec répétition est le produit
des possibilités pour les n éléments. Le nombre d’arrangements A7 de k éléments discernables
parmi n sans répétition, ou k < n, s’écrit,

n!
A = ———. sans répétition 5.18
En effet, il y a n possibilités pour le premier élément, n — 1 possibilités pour le deuxieéme
élément et ainsi de suite ... jusqu’au k®. Le nombre de combinaisons C}' de k éléments
indiscernables parmi n avec répétition s’écrit,

or = (n_”]'ﬂ)'k, = (Z) . (5.19)

Pour illustrer la différence entre des éléments discernables et indiscernables, on peut prendre
des boules de deux couleurs numérotées avec des nombres différents. Si on permute des boules
de couleur identique, la configuration finale des boules n’est pas la méme que la configuration
initiale parce les boules numérotées sont discernables. Si on enléve la numérotation des
boules et qu’on permute des boules de couleur identique, la configuration finale des boules
est la méme que la configuration initiale parce les boules non-numérotées sont indiscernables

(Fig. 5.1).

5.4 Statistiques

En mathématiques, les statistiques ont en général pour objectif de déterminer les lois sta-
tistiques auxquelles obéissent des ensembles de données. En physique théorique, 'approche
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discernable

00000—>00000
00000 ——+-00000

indiscernable

FIGURE 5.1 Permutation discernable de boules numérotées et permutation indiscernable
de boules non-numérotées.

est en général opposée. Les lois statistiques sont connues et on se base sur ces lois pour la
modélisation de phénomenes stochastiques. Pour des variables aléatoires discretes X, ces
lois donnent la probabilité que les variables aléatoires ait une valeur k donnée, c’est-a-dire
p(X = k). Pour des variables aléatoires continues X, ces lois donnent la densité de pro-
babilité que les variables aléatoires ait une valeur z donnée, c’est-a-dire fx (). Les lois
statistiques pour des variables aléatoires discréte les plus importantes en physique sont la
loi binomiale et la loi de Poisson.

La loi binomiale, que ’on doit a Newton, décrit les probabilités de succes d’expériences
avec un résultat binaire : soit un succes soit un échec. Elle décrit la probabilité que la
variable aléatoire discrete X : 2 — {0,1} comptant le nombre de succes ait une valeur k lors
de n expériences aléatoires dont la probabilité individuelle de succes est p et la probabilité
individuelle d’échec est son complément, soit ¢ = 1 — p. Cette loi s’écrit donc (Fig. 5.2),

p(X =K)= B (k) = (1) (1= 97 (5.20)

On montre aisément qu’elle est normalisée. En effet,

Isaac Newton

k=0 k=0 k=0
- ' (5.21)
n k k
=Y g P = =
k=0 ’
B (k,n,p)
020F o _
p=0.1 n=40
0.15 p=0.7
1 p=20.5 ..
.10} 1 ! ? !
0.05 ! 1 $ !
1 2o 1 P 1 3 ) $se ] b4 - ]{I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

FIGURE 5.2 Loi binomiale B (k,n,p) pour n = 40 et p = 0.1 en bleu, p = 0.5 en rouge et
p = 0.7 en vert.

La loi de Poisson décrit la probabilité d’occurence d’un événement en fonction de la valeur
moyenne du nombre d’occurrence. Elle décrit la probabilité que la variable aléatoire discrete
X : Q — {0, 1}, comptant le nombre d’occurences, ait une valeur k pour une valeur moyenne
Siméon Denis Poisson du nombre d’occurences A. Cette loi s’écrit donc (Fig. 5.3),

Aee— A

p(X =k)=P (k) ="

(5.22)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
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On montre aisément qu’elle est normalisée. En effet,

oo o] o] A e A
S px=m=3 Py=> 27
k=0 k=0 " k=0 (5.23)
_ = A=A
=e Z m] =e et =1
k=0
P(kv)‘) /\:r
0.15F
* A=10
0.10} ! . A=20
0.05} oo 1.
.‘ :.. ? ..c
Y P ) LIPS S 8 6 06 06 06 00 06 060 o0 k
0 5 10 15 20 25 30

FIGURE 5.3 Loi de Poisson P (k,\) pour A = 5 en bleu, A = 10 en rouge et A = 20 en vert.

La loi normale décrit la densité de probabilité d’avoir un résultat d’expérience en fonction
de sa moyenne et de son écart-type. Elle décrit la densité de probabilité que la variable
aléatoire continue X : 2 — R, donnant le résultat de I’expérience, ait une valeur x pour une
valeur moyenne g et un écart-type o. Cette loi s’écrit donc (Fig. 5.4),

_ _ 1 (@ p?
fX (.’t) - G(LC,,U,,O') \/ﬂo exp 252 : (524)

A présent, on montre qu’elle est normalisée. L’intégrale de cette densité de probabilité s’écrit,

00 oo . 2
/_ fx (x)dx = \/%U /_ exp <— %) dx . (5.25)

FIGURE 5.4 Loi normale G (z, u,0) pour p = 0 et 0 = 0.75 en bleu, A = 1 en rouge et
A =2 en vert.

Carl Friedrich Gauss
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L’intégrale de la gaussienne est remise en forme comme,

/_o; exp(—W)dwz/_iexp(—W)d(m_M)

) (5.26)
= (z— p)
A T’aide du changement de variables,
2
= % ainsi dz = a:o2u d(x— p), (5.27)
on en déduit que,
o
dx—p)=—2z"Y%dz. 5.28
(x— p) 7 (5.28)
Ainsi, U'intégrale gaussienne (5.26) devient,
o0 o 2 o') o 2
/ exp —% dx:2/ exp Gl d(x— p)
— o0 20 0 2 0'2
(5.29)

o0 1
= 20/ z_l/ze_zdz:\/ial“<2>:\/27ra.
0

En substituant ce résultat (5.29) dans l'intégrale de la densité de probabilité (5.25), on
montre alors que la loi normale est normalisée,

/:’0 fX(x)dx\/%a/oo exp(%agm)dxl. (5.30)

5.5 Marche aléatoire en une dimension

Comme application physique de ce chapitre sur les probabilités et statistiques, on va
modéliser une marche aléatoire symétrique a une dimension d’une particule sur un réseau
discret a ’aide de la loi binomiale. Dans la limite du continu, on verra que la densité de
probabilité de présence satisfait une équation de diffusion ce qui peut sembler assez intuitif
mais qui est assez ardu & démontrer explicitement.

Dans ce modele, on considere des arrétes égales de longueur a > 0 disposées le long de
I’axe des abscisses. A chaque de temps t,

t=nrt ol n €N et TE€RL, (5.31)

qui est un multiple positif n de I'intervalle de temps fondamental 7, la particule se trouve
en position z,

x=ka oll keZ et a€Ry, (5.32)

qui est un multiple k de 'arréte fondamentale a. A V'instant initial ¢ = 0, la particule se
trouve a 'origine en x = 0,

n=20 et k=0 lorsque t=0 et x=0. (5.33)

On note d le nombre de déplacements vers la droite et g le nombre de déplacements vers la
gauche a ’étape n lorsque la particule est sur le site k le long de ’axe des abscisses,

n=d+g et k=d—g. (5.34)
En inversant les relations (5.34), on en déduit que,

n+k n—k
5 et g = .

Si la particule est sur un site k positif le long de ’axe des abscisses a 1’étape n, elle se trouve
a droite de lorigine. Si elle est sur un site k négatif le long de cet axe, elle se trouve a

d:

(5.35)
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gauche de origine (Fig. 5.5). Soient p la probabilité d’un déplacement vers la droite et ¢ la
probabilité d’un déplacement vers la gauche qui sont bien évidemment complémentaires,

g=1-—1p. (5.36)

FIGURE 5.5 Marche aléatoire d’une particule le long de I'axe des abscisses en position
r=ka autempst=nr.

La probabilité de présence de la particule en position z = ka au temps t = n7 est donnée
par la loi binomiale,

plkm =B = () pia- o (5.37)

La loi binomiale est symétrique sous échange des mouvements vers la droite et vers la gauche,
c’est-a-dire d <> g et p <> ¢q. En effet,

n! d n!

— d1 - "¢ © dg
ol B (5.38)
:m(lﬂz) Yq¢" =B (g.n,q) .
Une représentation intégrale de la loi binomiale s’écrit,
1 (7 . Cn
p(k,n) = ﬂ/ do (pe' +qe” %) e~ ke (5.39)

Afin de montrer ce résultat, on utilise la premiere identité (5.35), a savoir k +n = 2d, et la
formule du binéme de Newton,

p(k,n) = % : do (pe™ —I—qe_w)n e ke
“ 5 _T; e ( ; d (”nid)! plar et 2W> e
B Zi: d! (nnid)! = /: dp et (5.40)
Zn: dl (nn! d) ? 0" onshaa 2i 7; 7

Pour une marche aléatoire symétrique de la particule en une dimension, les probabilités que

la particule se déplace vers la droite ou vers la gauche sont égales,
1
p=q=3. (5.41)

Par conséquent, la représentation intégrale de la loi binomiale (5.39) se réduit dans le cas
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symétrique a,

1 ™ i —ip\ " 1 0 n .
p(k,n) = o [W (6—’_26> e ke dp = e (cos )" e~ FPdy. (5.42)
Dans le cas ol les nombres d’étapes n est pair, la représentation intégrale symétrique (5.42)
devient,
1 4 ;
p(k,n)z—/ ennleosel o=ike g, (5.43)
2 J_ .

Compte tenu de la taille des mailles spatio-temporelles élémentaires du réseau (5.32), la
représentation intégrale symétrique (5.43) est remise en forme comme,

™

p<x,t>1/ e tinleos(e) =i % e gy (5.44)
a T 2 J_,

Etant donné que la loi binomiale tend vers la loi normale dans la limite des grands nombres,

c’est-a-dire la limite du continu, on va faire un changement de variables afin de faire ap-

paraitre une gaussienne,

=T et a=vV2DrT. (5.45)

Compte tenu du changement de variables (5.45), la représentation intégrale symétrique (5.44)
devient,

(x,t> _ VT [V e tnfeos(VFa)| =i 2 V7o gy
a’' T 2 =

(5.46)

2nv 2D

Le passage a la limite du continu se fait en faisant tendre la taille des mailles spatio-
temporelles élémentaires vers zéro, c’est-a-dire a — 0 et 7 — 0. La densité de probabilité
est alors définie comme la limite du continu du rapport de la probabilité divisée par 'arréte
élémentaire,

__¢ /ﬁeélnwos(ﬁwe—w%w_
-

f(z,t) = lim lim M (5.47)

7—0 a—0 a

Compte tenu de la probabilité (5.46), la densité de probabilité (5.47) s’écrit,

1i
=0 272D

En faisant un développement limité au deuxie¢me ordre en /7 ¢ de 'argument de la premiere
exponentielle,

1 oo ‘ i
f(x,t) = lim /\f erinfeos(vre)| V25 dep . (5.48)
o

1 1
In | cos (VT ¢) | ~In 1—§T¢2 :—§T¢2, (5.49)
la densité de probabilité (5.48) devient,
1 > t 42 5T
T,t) = —— em 2% e Bp P dg. 5.50
10 - p ) ’ (520

Elle ne dépend plus de la taille de la maille spatio-temporelle élémentaire, comme il se doit
dans la limite du continu. Afin de résoudre cette intégrale, on définit les coefficients,

t T
A== et B=—-i——. 5.51
5 o) (5.51)
L’intégrale dans I’expression (5.50) de la densité de probabilités est exprimée en termes des
coefficients (5.51) comme,

/ = AHE gy — o B / e 46 %)" dg. (5.52)

oo — o0
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A Taide du changement de variables,
B\ 2
z=A <¢ — A> , (5.53)
et de sa différentielle,

~1/
szA<¢i) ainsi d<¢i>d(¢i);\/1£dz, (5.54)

on évalue 'intégrale de la gaussienne (5.52),

/ e—A¢2+B¢d¢:e%/ e_A(¢_ %)2 d¢

oo — o

B2 [ 44 B)? B
=2e 4A/0 e A(¢ A) d((b- A) (555)
et

00 B2
—1/2 -z _eaa (1)_ ™ 2
— z e fdz=—=T (=) =4/—€e1a .
VA Jo VA \2) VA

Compte tenu des coefficients (5.51), la solution explicite de I'intégrale (5.55) est,

I
‘0:1

hS

/ e~ 39 T D dp = e AD7 (5.56)

A Taide de l'intégrale d’une gaussienne, on montre que la densité de probabilité est donnée
par la loi normale (5.24),

1 22
T,t) = e 1Dt 5.57
T = T (557
ol la moyenne y et la variance o sont,
p=0 et o*>=2Dt. (5.58)

La moyenne 4 est nulle parce que la marche aléatoire est symétrique et ’écart type o = V2Dt
est une longueur qui caractérise la diffusion de la particule. A 'instant initial ¢ = 0, la par-
ticule se trouve a 'origine, ce qui implique que la densité de probabilité est une distribution
de Dirac, ¢’est-a-dire f (x,0) = ¢ (x). En effet, en évaluant la densité de probabilités (5.50)
compte tenu du changement de variables,

i_ 9 Y
k_@ et dk_d<@>, (5.59)

on obtient,
f (x,0) L /Oo ~15 % dg L /OO K gk = 5 (2) (5.60)
x, = — e = — e = x) . .
V 87T2D — o0 27T — o0

Etant donné que la marche aléatoire est symétrique, I’espérance ou la valeur moyenne { z (t) )
de la variable aléatoire position de la particule doit étre nulle en tout temps ¢. En effet,

(x(t))z/_ooxf(x,t)dx:\/thTiDt/_ooxe_fﬁt dx =0, (5.61)

ou la derniere identité est le résultat du fait que I'intégrant est le produit de la fonction

12 . . . .
impaire = et de la fonction paire e~ 5t de la variable x. Les fluctuations de la position de
la particule sont données par sa variance,

o2 (1) = (22 (1)) — (2 (t))? = {2 (1)) =/_°° 22 f (1) de (5.62)

4Dt [ z? o2 T 4Dt [ 2
_ —ime g (2 ) = 4Dt " g = 2Dt
Nz Y T <\/4Dt> vl ’

comme il se doit, compte tenu de la deuxiéme relation (5.58).
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5.6 Equation de diffusion de probabilités

Dans cette section, on montre que la densité de probabilité f (x,t) associée & la marche
aléatoire continue et symétrique a une dimension d’une particule satisfait une équation de
diffusion. La dérivée temporelle du profil gaussien de la densité de probabilités (5.57) s’écrit,

of (z,t) 0 1 _ a2 x? 0 ( ,i)

_ = L = — S e 4Dt+77 e 4Dt

ot Ot \arDt1/2 VarDt1/2 ot (5.63)

1 _ 1 z? '

= ———————— e 4Dt [ — + .

Var D t1/2 2t 4Dt?

La dérivée spatiale premiere du profil gaussien de la densité de probabilités (5.57) est de la

forme,

of (x,t) 1 O ety 1 T a2
5 = oD b (e )_ (5.64)

et ainsi sa dérivée spatiale deuxieme s’écrit,
0 f (z,1) 1 0/ = _ 22 x 0 [ _ #2
-~ i (32 ) )
ox? AnxDt1/2 \ Ox \2Dt 2Dt Oz

1 _ =2 1 z?
= ——— e 4Dt _— + J— .
VarDt1/2 2Dt 4D?¢?
En comparant les dérivées partielles temporelle (5.63) et spatiale (5.65) de la densité de

probabilité (5.57), on en déduit 1’équation de diffusion de probabilités pour une marche
aléatoire continue et symétrique en une dimension,

of (x.1) _ , 0°f (x.t) (5.66)

ot 0x2
ou D est la constante de diffusion qui a permis a Einstein de montrer le fondement atomique
de la matiere dans son étude du mouvement brownien en 1905.

(5.65)

5.7 Marche aléatoire en deux et trois dimensions

A présent, on peut aisément généraliser ce résultat afin de décrire une marche aléatoire en
deux et trois dimensions. Etant que les densités de probabilité qu’une particule se déplace
dans des directions orthogonales sont indépendantes et identiquement distribuées, ce qui
signifie qu'il n’y a pas de corrélation entre elles, la densité de probabilité (5.57) qu’'une
particule se déplace dans le plan horizontal d’axes cartésiens d’abscisse et d’ordonnées s’écrit,

Fon) = £ 0100 = (g o &) (25 e %) . Gon

Elle est remise en forme comme,

1 _12+y2
Fayt)= 5 e (5.68)

La dérivée temporelle du profil gaussien de la densité de probabilités (5.68) s’écrit,

a.f (IL’, Y, t) 0 1 22442 1 0  a24y?
- e = [ e 4Dt + J— e 4Dt
ot ot \ 4n Dt 47Dt Ot

1 _ a24y? < 1 .’EQ + y2>
4Dt —_ = _|_ .

(5.69)

~ 1Dt € Y)Y

Les dérivées spatiales premieres du profil gaussien de la densité de probabilités (5.68) par
rapport a x et y sont de la forme,
of (z,y,1) 1 0 [ _ 22442 1 T 224
— — | e 1Dt P —— ,
ox 4n Dt Ox 4Dt 2Dt

af (IL‘, y7t) 1 0 _ Ti;ﬁ 1 Yy  a24y?
= —le t = — — ¢
Oy 4r Dt Oy 4m Dt 2Dt ’

(5.70)
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et ainsi ses dérivées spatiales deuxiemes par rapport x et y s’écrivent,

02 f (z,y,t) 1 0 ( x ) _a%4y? x 0 [ _ 2214?
= — J— RS e 4Dt —_— e 4Dt
Ox? 4w Dt \ 0x \2Dt 2Dt Ox
1 _ zigzﬁ 1 + .7)2
= [ t _— P
4r Dt 2Dt~ 4D?%*t% )’
2
Ffyt) 1 (0 (L) e N I
Oy? 47Dt \ 0y \2Dt 2Dt 0y
= L e % — L + L
~ ArDt 2Dt~ 4D%¢% )
En comparant les dérivées partielles temporelle (5.69) et spatiales (5.71) de la densité de

probabilité (5.68), on en déduit ’équation de diffusion de probabilités pour une marche
aléatoire continue et symétrique en deux dimensions (Fig. 5.6),

3ﬂ%%®D(Wﬂ%%ﬂ+yf@%0>.

(5.71)

ot Ox2 0y? (5:72)

FIGURE 5.6 Animation d’une marche aléatoire en deux dimensions.

La densité de probabilité (5.57) qu’une particule se déplace dans I’esapce & trois dimensions
s’écrit,

[ ot) = £ (,0) £ (1) f (1)
.2 w2 22 5.73
Dt) <4;I_;_ l)t © t) <4;:‘ l)t ¢ 4Dt) ' ( )

1 .
= | ——— ¢ 14
( VAar Dt
Elle est remise en forme comme,

]. m2+y2+22
— — — 4Dt <4
f(z,y,2,t) = (47rDt)3/2 e bt | (5.74)
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La dérivée temporelle du profil gaussien de la densité de probabilités (5.68) s’écrit,

Of@yzt) O 1\ e 1 0 e
ot 9t \ (4nD)*/? 372 (4rD)>/? 13/2 Ot
1 _ 224y2422 3 1‘2 + y2 + 2'2
__ el AT i 5.75
(47TD)3/2 +3/2 € v ( 2t + 4Dt? ( )

Les dérivées spatiales premieres du profil gaussien de la densité de probabilités (5.74) par
rapport a x, y et z sont de la forme,

Of (x,y,2,t) _ 1 O ([ -2
dr  (4xD)*?3/2 Oz
S SR
(4mD)*/? 13/2 2Dt ’
of (z,y,2,t) 1 0 Iz*f;fzz
dy  (4xD)? 2 3/2 Oy
X s (5.76)
= _J eT ~ iDt
(4nD)*/? ¢3/2 2Dt ’
of (z,y,2,t) 1 O ([ _aryree?
9z (4xDy 2 02\
1 A L e

— _ iDt

(4xD)¥2 372 2Dt ©

b

et ainsi ses dérivées spatiales deuxiemes par rapport x, y et z s’écrivent,
82f ($7 Y, z, t) 1 0 ( x ) _ 224y2422 x 0 _ 224y2422
R S — — | — ) e 4Dt + PR — e 4Dt
Ox? (47rD)3/2 13/2 \ Ox \2Dt 2Dt Ox

1 2244242 1 22
= /2,32 € w “5p; T apzez )
(47 D)2 3/2 2Dt 4D=4t
0 ( _zz+y2+z2)>
87 4Dt
1

P f(z,y,2t) 1 Q(L)e—m Y
oy? " (4aD)*?¢3/2 \ 9y \2Dt 2Dt
2?4y 422
e 5.77
o (ot g 6
Pravat) 1 ﬁ(i)e——*%:z b 20 (g
0z B (47TD)3/2t3/2 0z \2Dt 2Dt 0z

1 2244242 1 22
= ¢ 4Dt J + J— .
(47TD)3/2 13/2 2Dt 4D2¢?
En comparant les dérivées partielles temporelle (5.75) et spatiales (5.77) de la densité de
probabilité (5.74), on en déduit 1’équation de diffusion de probabilités pour une marche
aléatoire continue et symétrique en trois dimensions,

of (w,y:2,t) _ O*f (x,y,2,t) N O*f (z,y,2,t) N D% f (x,y,2,t)
ot n Ox2 Oy 022 '

(5.78)

La densité de probabilité (5.74) peut étre exprimée en termes du vecteur position r et du
temps ¢t comme,

1 _x2
f(rt)= W e . (5.79)

Compte tenu du laplacien de la densité de probabilité en coordonnées cartésiennes,

Of @y 2t)  Pf(@yzt)  f(xy =)

Ox2 Oy? 022 ’
Iéquation de diffusion de probabilité en trois dimensions (5.81) prend la forme compacte
suivante,

N
ps

sz (r,t) = (5.80)

of (r,t)

_ 2
S =DV f (1) (5.81)
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Séries de Fourier

6.1 Introduction

Les séries de Fourier réelles sont des représentations d’une fonction continue par morceaux
a valeurs réelles comme combinaison linéaire dénombrable de fonctions sinusoidales orthogo-
nales comme montré en sect. 6.2. Ces fonctions sinusoidales forment une base de dimension
infinie. Les relations d’orthonormalité entre ces fonctions réelles sont établies en sect. 6.3.
Les fonctions impaires de cette base sont des fonctions sin nx et les fonctions paires sont des
fonctions cosnz o n € N*. Les relations intégrales pour les coefficients de Fourier pairs a,, et
impairs b, en termes des fonctions cos nx et sin nx respectivement sont établies en sect. 6.4.
Pour qu’une fonction continue par morceaux a valeurs réelles admette un développement en
série de Fourier réelle, il faut qu’elle satisfasse les trois conditions de Dirichlet.

D’apres la formule d’Euler e* " = cos na +1 sin nz, une fonction continue par morceaux
est aussi représentée comme combinaison linéaire dénombrable d’exponentielles a argument
imaginaire e* . Cette représentation est la série de Fourier complexe de la fonction établie
en sect. 6.5. La relation d’orthonormalité entre ces exponentielles a argument imaginaire et
le théoreme de Parseval sont aussi démontrés dans cette section. Ce théoreme est tres utile
en mécanique quantique pour les calculs de probabilités basé sur les fonctions d’onde. Les
simplifications des séries de Fourier due a la parité sont détaillées en sect. 6.6.

Dans la résolution de problemes de physique, il est souvent utile d’exprimer I’argument des
fonctions sinusoidales en fonction en termes d’une longueur au lieu d’un angle. En sect. 6.7,
les séries de Fourier réelles sont exprimées par rapport a une base de fonctions impaires
sin (nmx/L) et une base de fonctions paires cos (nwz/L). Les relations d’orthonormalité et
les relations intégrales pour les coefficients sont aussi exprimées en termes de ces fonctions.

La modélisation d’une corde élastique vibrante est détaillée en sect. 6.8. La déformation
de la corde y (z,t) le long de 'axe des ordonnées au cours du temps est décrite en termes
de séries Fourier réelles. Etant donné que la corde est fixés aux extrémités, la série de
Fourier est impaire. Les coeflicients impaires b, (t) de chaque mode de vibration décrivent
des mouvements harmoniques oscillatoires de pulsations différentes w,,.

En sect. 6.9, on modélise la dynamique d’une corde élastique initialement pincée. Lorsque
que la corde est lachée sans vitesse initiale, la déformation due au pincement génere une
onde acoustique qui se propage le long de la corde. Cette onde est réfléchie aux extrémités.
On montre comment le profil de déformation initial y (x,0) de la corde pincée est exprimée
en termes d’une série de Fourier impaire. On en déduit ensuite la propagation de l'onde
acoustique en exprimant 1’évolution temporelle de la déformation de la corde en termes
d’une autre série de Fourier impaire.

6.2 Séries de Fourier réelles

A titre d’illustration de séries de Fourier réelles, on considere d’abord une fonction en dents
de scie, qui est une fonction impaire continue par morceaux de période 27. Le développement
en série de Fourier de cette fonction impaire est une combinaison linéaire des fonctions
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impaires sinnz sur intervalle x € [ —m, 7] qui s’écrit (Fig. 6.1),

=3 2 (-pymt BT (6.1)
n=1

n

A présent, on considére une fonction en escalier, qui est une fonction impaire continue par

-3 2 -1 11>/‘IT 3&

FIGURE 6.1 Animation des n = 5 premiers termes du développement en série de Fourier
réelle de la fonction en dents de scie. La fonction résultante en rouge.

morceaux de période 27. Le développement en série de Fourier de cette fonction impaire est
une combinaison linéaire des fonctions impaires sin (2n + 1) z sur l'intervalle x € [— 7, 7]
qui s’écrit (Fig. 6.2),

—1 si —nw<x<0
fx)={0 s 2=0 772

1 si O<z<m

sin(2n+ 1)z

2n+1 (6.2)

La démonstration des développements en séries de Fourier (6.1) et (6.2) est laissée en

JAN

FIGURE 6.2 Animation des n = 5 premiers termes du développement en série de Fourier
réelle de la fonction en dents de scie. La fonction résultante en vert.

exercice. Plus le nombre n de fonctions sinusoidales impaires sin nz et sin (2n + 1) = dans les
développements en séries de Fourier des fonctions en dents de scie (6.1) et en escalier (6.2) est
grand meilleures seront les approximations de ces fonctions. Toute fonction f (x) a valeurs
réelles peut étre écrite comme la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire,

F@ =5 (f@+fn) 435 (F@ - r-n). (63)

La fonction paire peut étre développée en série de fonctions orthogonales cos nx et la fonction
impaire peut étre développée en série de fonctions orthogonales sinnz. On obtient alors le
développement en série de Fourier réelle de la fonction,

a o0 o0
0 .
x) = 5 + E ap, cOSNT + E by, sinnx . (6.4)
n=1 n=1

ou ag et a, sont les coefficients de Fourier paires et b,, o n € N*, sont les coefficients de
Fourier impaires. Compte tenu des propriétés des fonctions sinusoidales,

cos (nz) = cos (—nx) et sin (nz) = — sin (—nz) , (6.5)
en généralisant les coeflicients a ’ensemble des nombres entiers n € Z de la maniere suivante,

a_p = Qy, et b_, =—0b,, (6.6)
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la série de Fourier réelle (6.4) peut étre écrite comme une série de Laurent,

f(x)= i % (an cosnz + by, sinnx) . (6.7)

Une fonction continue par morceaux f (z) est discontinue en un ensemble de points. Si
T = x¢ est une discontinuité de la fonction alors,

Fa)=tm = (f@mote)+ fw- o). (6.8)

Afin qu’une fonction continue par morceaux a valeurs réelles f(z) admette un
développement en série de Fourier réelle, il faut que ses discontinuités satisfassent les trois
conditions de Dirichlet,

1 Tl existe un nombre fini de discontinuités finies dans l'intervalle [— 7, 7 ].
2 1l existe un nombre fini de maxima et de minima dans Uintervalle [ — 7, 7 ].

3 L’intégrale de la valeur absolue de la fonction |f(z)| converge dans I'intervalle [ — 7, 7 ].

6.3 Relations d’orthogonalité de Fourier réelles

Afin d’obtenir des relations intégrales pour les coefficients Fourier réels ag, a, et b, ou
n € N*, il est nécessaire d’établir au préalable des relations d’orthogonalité entre les fonctions
sinusoidales. L’intégrale de la formule de trigonométrie,

1
cos mz sinnx = 3 (sin (m+mn)x — sin(m— n) m) , (6.9)

sur lintervalle [ — 7, 7] s’écrit,

™ 1 ™
/ cos mz sinnx dr = 5/ (sin(m+n)x— sin (m — n) 1:) dz . (6.10)
Dans le cas particulier ot m = n, l'intégrale (6.10) devient,
™ 1 s 2 ™
/ cosnx sinnx de = f/ sin 2nz de = — o =0. (6.11)
. 2/ . 4n e
Dans le cas particulier ot m # n, l'intégrale (6.10) devient,
[ cosmasinngde = g CmEME ) JesmENIE g o)
. 2 m-—n o 2 m-+n e

Compte tenu des intégrales (6.11) et (6.12), I'intégrale (6.10) donne la relation d’orthogona-
lité,

1 (" )
- / cosmzsinnxdr =0. (6.13)

T™J—n

L’intégrale de la formule de trigonométrie,

1
COSTET COSNT = 5 (cos (m+n)z — cos(m— n) x) ) (6.14)
sur lintervalle [ — 7, 7] s’écrit,
™ 1 ™
/ cos mx cos nx dr = 3 / (cos (m+n)x + cos(m— n) a:) dx . (6.15)

Dans le cas particulier ot m = n, l'intégrale (6.15) devient,

™ 1 s in?2 ™
/ cosnx cosnx dr = 5/ (cos2nz + 1) dx = o +r=m. (6.16)

4n

— T — T — T

Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet
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Dans le cas particulier ot m # n, 'intégrale (6.15) devient,

/7r 1 sin(m+n)x

" 1sin(m—mn)z|"

cosmxcosnrdr = — =
2 m-+n

2 _
- - men s (6.17)
_ sin(m+n)7 sin(mfn)w_O
N m+n m—-n

Compte tenu des intégrales (6.16) et (6.17), I'intégrale (6.15) donne la relation d’orthonor-
malité,
1

— / cosmx cos N dx = Oy, - (6.18)
T

— T

L’intégrale de la formule de trigonométrie,
. . 1
sinmzsinne = — o (cos(m+n)x— cos (m — n) a:) , (6.19)
sur lintervalle [ — 7, 7] s’écrit,

us 1 T
/ sin ma sin nx dx = 3 / (COS (m— n)x — cos(m+n) x) dx . (6.20)
Dans le cas particulier ott m = n, 'intégrale (6.20) devient,

7\' 1 s in?2
sinnzsinne dx = — (1 — cos2nx)de =7 — S LR
2 4n

s

=n. (6.21)

- T

— T — T

Dans le cas particulier o m # n, 'intégrale (6.20) devient,
/’T 1sin(m—mn)x | 1sin(m+n)z |

sin mx sinnx dr =
2 m+n

2 m-—n

- - - (6.22)
sin(m—n)r  sin(m+4n)w

m—-n m+4+n

Compte tenu des intégrales (6.21) et (6.22), I'intégrale (6.20) donne la relation d’orthonor-
malité,

1 ™
— / sin ma sin nx dx = dpmn, - (6.23)
v

— T

6.4 Coefficients de Fourier réels

L’intégrale de la série de Fourier réelle de la fonction f (z) sur Uintervalle [ — 7, 7] s’écrit,

s ™

f(z) dx = a0 dx + Z am/ cosmzx dx + Z bm/ sinmzdr. (6.24)
m=1 -

-7 2 -7 m=1 -7

Compte tenu des intégrales suivantes,

T sinma |* 2 sinmm
/ cosmzx dr = = =0,
. mo|_ . m
- x (6.25)
/ sinmzdr = — cosme =0,
- mo|_ .
I'intégrale (6.24) divisée par m donne le coefficient de Fourier nul,
ap [T 1 [
aozi . dxz; _Wf(x) dx . (6.26)

L’intégrale de la série de Fourier réelle de la fonction f (x)cosnz sur Uintervalle [—, 7|
s’écrit,

T T o0 T
ao
f (z)cosnzdx = 5 / cosnz dr + E Am, / cos mx cos nx dx
— T — T

-7 m=1
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+ Z bim / sin mx cos nx dz . (6.27)
m=1 -7

Compte tenu des relations (6.13), (6.18) et (6.25), 'intégrale (6.27) divisée par 7 donne les
coefficients de Fourier paires a,,,

ap, = Z Ay, O, = 1 f (z) cosnzdx . (6.28)

™ — T
L’intégrale de la série de Fourier réelle de la fonction f (z)sinna sur lintervalle [— 7, 7|

s’écrit,

™ o0 ™
. ao . .
f(z)sinnzxdx = 5 sinnz dr + E am, / sinmx cos nz dx
— T

- T — T

+ Z bm/ sin ma sin na dz . (6.29)
m=1 -7

Compte tenu des relations (6.13), (6.23) et (6.25), I'intégrale (6.27) divisée par m donne les
coefficients Fourier impaires b,,,

= i == i f(z)sinnzdzx. (6.30)

TJ_x

6.5 Séries de Fourier complexes

La série de Fourier complexe d’une fonction f (x) continue par morceaux peut étre déduite
de la série de Fourier réelle de cette fonction. En effet, la série de Fourier réelle (6.4) peut
étre écrite en termes d’exponentielles a arguments imaginaires,

f(m) 0’20+ian< zna:+e ’L’I’LZE) Zb ( znw_e inz)

o 1 znz —inm
:?+Z§(an—zb Z (an +iby) .

n=1 n=1

(6.31)

Compte tenu de la relation (6.6) entre les coefficients de Fourier réels, les coefficients de
Fourier complexes définis comme,

1
n =5 (an — iby) (6.32)
satisfont les propriétés suivantes,
1 1

c,n:§(a,n—ib,n)zi(an—&—ibn):cfl et 00:%, (6.33)

car by = 0. Ainsi, le développement en série (6.31) est la série de Fourier complexe,
x)=co+ Z cpe™ + Z c_pe” = Z e, (6.34)

n=1 n=1 n=-— oo

Les exponentielles a argument imaginaire e™* ou n € Z, forment une base de dimension
infinie de fonctions orthogonales a valeurs complexes. Dans le cas particulier ou m = n, la
relation d’orthonormalité complexe s’écrit,

1 T mr —inc _ 1 T _
o _Tre e dm—% de=1. (6.35)

— T
Dans le cas particulier ou m # n, la relation d’orthogonalité complexe s’écrit,
i " e ImT o= nT o i /ﬂ- ei(mf n)x dr — i ei(m7 n)z
27 2 2 i(m— n)
1 ei(m— n)mw _ e~ i(m—n)m sin (m _ n) T

T or i(m—n) - (m—mn)m =0

™

- (6.36)
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Compte tenu des intégrales (6.35) et (6.36), la relation d’orthonormalité complexe s’écrit
1 " imx ,—inx
— e e dx = 6 - (6.37)
2 J_ .
Au vu de la relation d’orthonormalité complexe (6.37), l'intégrale de la série de Fourier
complexe de la fonction f (x) e~ @ sur I'intervalle [ — 7, 7] divisée par 2 donne le coefficient
complexe ¢,

oo

Cn = Z Cm Omn = 5= Z Cm / T T I
’"1} . o o (6.38)
— % . < ZOO Cm ezmz) e~ T 1 —

o fz)e " dx.
- —

— T
La relation d’orthonormalité complexe (6.37) permet d’établir le théoréme de Parseval qui
lie les coeflicients réels et complexe

1 [7 >

or | @ Pdr= 3 e’

2 oo
_ ao 1 Z 2
n=— oo n=1

En effet, compte tenu des coefficients complexes (6.32) et (6.33), des séries de Fourier com-
plexes (6.34) ainsi que de la relation d’orthonormalité complexe (6.37), on démontre ce
théoreme,

1 (7 [
5| @ Par=g [ f@)fEa
> 1 T * —imx mnx - *
= Z o Cry € che™dr = Z Cry Cn O

(6.40)
Z |C'n‘2 |CO|2+2Z|Cn|2 a()+ Za +b2 O

n=1

n=—oo

En mécanique quantique, ce théoreme est par exemple tres utile lors du calcul de probabilité
de trouver une particule dans un état décrit par la fonction d’onde f ()

P ().

6.6 Parité des séries de Fourier

Si une fonction f(z) est paire, c’est-a-dire f (z)
)

f(—x), sa série de Fourier réelle
n’admet pas de fonction impaire sin na dans son développement. Ainsi, cette série (6.4) se
réduit a,

oo
=5 + Z Gy, COSNT . (6.41)
n=1
Par parité, les coefficients ag et a, sont définis par une relation intégrale sur 'intervalle
[0, 7] au lieu de l'intervalle [ — 7, 7] avec un facteur 2

(6.42)
:7/ f (x)cosnzdx .
T Jo

Si une fonction f(z) est paire, c’est-a-dire f (z)
)

= _f(_

), sa série de Fourier réelle
n’admet pas de fonction paire cosnx dans son développement. Ainsi, cette série (6.4) se
réduit a,

oo
= E b, sinnz .

(6.43)
n=1
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Par parité, les coefficients b,, sont définis par une relation intégrale sur l'intervalle [0, 7] au
lieu de l'intervalle [ — 7, 7| avec un facteur 2,

= 727/077 f(z)sinnxdx. (6.44)

6.7 Fonctions périodiques

Les séries de Fourier réelle (6.4) et complexe (6.34) sont définies en termes de 'angle z.
Dans la pratique, il est souvent utile d’exprimer ces séries en termes d’une longueur z’ qui
est une fraction de la demi longueur d’onde L. Le changement de variables s’écrit donc,

'

T=7 ainsi  dx = %dx’. (6.45)

La longueur L représente par exemple la longueur d’une corde vibrante maintenue fixe a
ses extrémités. A 'aide du changement de variables (6.45), la série de Fourier réelle (6.4)
devient,

5+ Z apn COS ( ) Z by, sin (”m ) , (6.46)

n=1

et les coefficients (6.26), (6.28) et (6.30) s’écrvient,

ao— L /f
=+ / f@ cos( )d’ (6.47)
L m (i)

A Taide du changement de variables (6.45), la série de Fourier complexe (6.34) devient,

F@') = i Cn eX (z ”7/> (6.48)

n=—oo

bn

et les coefficients (6.38) s’écrivent,

1 [F , . nrx’ ,
cn—QL/_Lf(x)exp(—z T )dx. (6.49)

Compte tenu du changement de variables (6.45), la série de Fourier réelle d’une fonction
paire (6.41) devient,

f()= % + g ay, COS (mzx’) : (6.50)

et la série de Fourier réelle d’une fonction impaire (6.43) s’écrit,

> - [ nmx!
= nX::l b, sm( 7 ) . (6.51)

6.8 Corde vibrante

En guise d’application des séries de Fourier réelles, on modélise la dynamique d’une corde
élastique homogene de longueur au repos L, fixée a ses extrémités et vibrant dans le plan
horizontal Ozy. La déformation de la corde est décrite par la coordonnée d’ordonnée y (x, t)
en fonction de la coordonnée d’abscisse = et du temps ¢,

y(z,t) ou z€[0,L] ou te[0,00). (6.52)
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Les conditions aux bords de la corde fixée & ses extrémités en tout temps ¢ s’écrivent,
y(0,6) =y (L,1) = 0. (6.53)

Ces conditions imposent un développement en série de Fourier des fonctions impaires (6.51)
de la forme,

y(z,t) = i by, (t) sin (%) ) (6.54)

ou ’évolution temporelle est régie par les coefficients de Fourier impairs b, (¢). L’évolution
temporelle de la déformation de la corde y (z,t) est donnée par une équation d’onde acous-
tique,
0%y (z,t) 1 0%y (z,t)
9z 2 o2

=0, (6.55)

ol ¢, est la vitesse de propagation du son le long de la corde (Fig. 6.3). En substituant la

> X0 000 N0
AANZAVALVAY

FIGURE 6.3 Animation des n = 4 premiers modes de vibration d’une corde homogene fixée
aux extrémités.

série de Fourier impaire (6.54) dans ’équation d’onde de la corde vibrante (6.55), on obtient
I’équation différentielle temporelle suivante,

— nij:l <n;,7;2 b, (t) + ébn (t)) sin (?) =0. (6.56)

Etant donné que les fonctions impaires sin (%) sont orthogonales, les préfacteurs doivent

s’annuler, ce qui implique que chaque mode de vibration n est décrit par un oscillateur
harmonique de la forme,

bn (t) + wZL bn (t) =0, (657)
de pulsation,
nmwes
Wn = —F (6.58)

On en conclut alors que ’évolution temporelle des coefficients de Fourier impairs est de la
forme générale suivante,

by (t) = Ay, cos (wp t) + By sin (w, t) (6.59)

ou les coefficients A,, et B,, ne dépendent pas du temps. Compte tenu de la relation (6.59),
la série de Fourier impaire décrivant la déformation de la corde (6.54) devient,

oo
nwx
y(z,t) = Z <An cos (wp t) + By sin (wy, t)) sin (T) . (6.60)
n=1
Afin d’obtenir des relations intégrales pour les coefficients A,, et B,,, on va & présent utiliser
les conditions initiales imposées sur la déformation et la vitesse de déformation. Au temps
initial ¢ = 0, la déformation (6.60) s’écrit,

y (2,0) = i A,, sin (?) . (6.61)
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A Taide du changement de variable x — wz/L, la relation d’orthonormalité (6.23) intégrée
sur la longueur [0, L] devient,

1 L
I /_ . sin (?) sin (%) dx = bmn (6.62)

ou de maniere équivalente au vu de la parité du produit des fonctions sinus, elle est remise
en forme comme,

% " sin (?) sin (%) dx = 6 - (6.63)
0

Compte tenu de la déformation initiale (6.61) et de la relation d’orthonormalité (6.63), les
coefficients A,, s’écrivent,

> 1 & . /mmT\ . [(NTT
A, = Z A O, = ﬁ/o Z Am sm(—L )sm(—L )dx
m=1 . m=1 (664)
2
= Z/o y (z,0) sin (—nzx> dx .
La vitesse de déformation est la dérivée temporelle de la déformation (6.60),
= nrx
vy (z, 1) =y (z,t) = Z W, (Bn cos (wp t) — Ay, sin (wy, t)) sin (T) . (6.65)
n=1
Au temps initial ¢ = 0, la vitesse de déformation (6.65) s’écrit,
vy (2,0) = Z wy, By, sin (?) (6.66)
n=1

Compte tenu de la vitesse de déformation initiale (6.61) et de la relation d’orthonorma-
lité (6.63), les coefficients B,, s’écrivent,

1 L& . /mmx\ . /nmrx
' Omn, = m/ mzz:l W Bm sm( 7 ) sin (T) dx

0
L
. (nTx
= Ton /0 vy (z,0) sin (T) dx .

(6.67)

&
3
Il
- i
o8|

6.9 Corde pincée

A présent, on va modéliser la dynamique d’une corde vibrante de longueur au repos
L, homogene et élastique qui est initialement pincée, de sorte que le point de coordonnée
d’abscisse = d < L/2 subit une déformation d’une distance h le long de I’axe des ordonnées
(Fig. 6.4),

y(d,0) =h. (6.68)

Cette corde peut par exemple étre une corde de piano, de guitare ou de violon. Initialement,

d L

FIGURE 6.4 Profil de déformation intiale y (x,0) d’une corde pincée homogene de longueur
au repos L.
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dans les intervalles [0,d] et [d, L], la corde est tendue. Ainsi, son profil de déformation
initiale s’écrit,

gh si 0<z<d,
y(@,0) =97 _ (6.69)
L—dh si d<zxz<L.

La corde pincée est initialement au repos, puis elle est lachée sans vitesse initiale au temps
t = 0. Ceci se traduit par une vitesse de déformation initiale (6.66) nulle,

0) = Z wp, By, sin (?) =0 ainsi B,=0 VneN". (6.70)
n=1

Par conséquent, la déformation de la corde pincée (6.60) se réduit &,
= nwx
) 321 sin { —— ) cos (wn t) ( )

Compte tenu de la déformation initiale (6.69) de la corde pincée, les coefficients pairs (6.67)

2 [Tz . oz 2 (fL—a . /omx

A T’aide du changement de variable,

s’écrivent,

2= ? ainsi dz = n%r dz, (6.73)

Pexpression intégrale (6.72) des coefficients pairs A,, devient,

d nnlL

2nL [T 2hL
Anzi/ zsinzdz—i-i/ sinzdz
0 L—d) Juga

n?m2d n (

i

(6.74)

n7rL

2h L L
/ zsinzdz.

B n27r2
A Taide de l'intégration par parties,

b b b

+ sinz

b
/ zsinzdz = — z cosz
a a

b
—|—/ coszdz = — z cosz
a

a a

(6.75)

=acosa — sina+sinb— bcosb,

la solution de 'expression intégrale (6.74) des coefficients pairs A,, s’écrit,
A, = 2L (g (rrd) _ nmd (i
" wer2d \"M\T L "L
__2hE oS nrly _ cos nmd
nm (L — d) L L
o 2hL (g, () ond (v
n?m? (L — d) L L L
7 2hL sin nwL\  nrL cos nmL
n2w? (L — d) L L L
Elle est remise en forme comme,
A - 2hL o nmd L 2hL 2hL n7rd _2h nmd
"= n2pg O L n2n2 (L — d) nr O\ L
2hL nmd 2 h d nmd
=) " <L> - (L) : (6:77)

Finalement, elle se réduit a,

2h L? . (nmd
A'n, = W m sin <> . (678)

(6.76)
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Compte tenu de lexpression (6.78) des coefficients pairs A, le profil de déformation ini-
tiale (6.71) devient (Fig. 6.5),

= 2h L? . (nmd\ . /nrx
y(x,O) = Z n27r2 m S11 <L> S <T) . (679)

n=1

1.terms

E2012, Dan Russsll

FIGURE 6.5 Animation des n = 30 premiers termes du développement en série de Fourier
réelle de la déformation initiale de la corde pincée. Le profil résultant de la corde est en
gras.

© Dan Russell 2012

Compte tenu de lexpression (6.78) des coefficients pairs A,,, I’évolution temporelle de la
déformation (6.71) devient (Fig. 6.6),

> 2h L? . (nmd\ . /nmx
y(z,t) = Z Z? T = d) sin (L) sin <T) cos (wn t) . (6.80)

n=1

L’évolution de la corde pincée initialement en z = d < L/2 donne lieu & une onde qui se
propage dans la direction positive de ’axe des abscisses. Lorsque la déformation maximale
atteint sa valeur maximale le long de ’axe des abscisses, elle est réfléchie dans la direction
négative de cet axe (Fig. 6.7). Lorsque la déformation maximale atteint sa valeur minimale
le long de 'axe des abscisses, elle est & nouveau réfléchie dans la direction positive de cet
axe, et ainsi de suite ...

2012, Dan Russall

FIGURE 6.6 Animation des n = 100 premiers termes du développement en série de Fourier
réelle de I’évolution temporelle de la déformation de la corde pincée. Le profil résultant de
la corde est en noir.
© Dan Russell 2012

Daniel A. Russell
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FIGURE 6.7 Film de la propagation d’une onde générée par une corde pincée qui se réfléchit
de maniére périodique aux extrémités.

© Dan Russell 2012

Il est éclairant d’illustrer graphiquement le mouvement périodique le long de ’axe des or-
données d’un point de la corde au voisinage de la déformation maximale (Fig. 6.8).

©2012, Dan Russell

FIGURE 6.8 Animation du mouvement d’un point en noir de la corde en bleu avec une
représentation graphique de 1’évolution temporelle périodique de la coordonnée d’ordonnée
de ce point.

© Dan Russell 2012



7

Transformations de Fourier

7.1 Introduction

Les transformations de Fourier sont des transformations intégrales bijectives qui envoient
des fonctions f sur d’autres fonctions g a valeurs complexes. Elles sont caractérisées par des
opérateurs intégrales linéaires £ dont le noyau K est une exponentielle & argument imagi-
naire. Elles jouent un role tres important en physique et en ingénierie car elles permettent
de résoudre plus simplement des équations différentielles. Les transformations de Fourier
temporelles permettent de décomposer un signal sonore dans ’espace réciproque fréquentiel
en termes des intensités des fréquences v, ou plutot des pulsations w, qui le composent. Elles
sont donc tres importantes en traitement du signal, notamment en acoustique. Les transfor-
mations de Fourier spatiales permettent de décomposer une onde dans I’espace réciproque
de phase en termes des intensités des nombres d’onde k qui la décrivent. Elles sont donc tres
importantes en électromagnétisme, notamment en optique.

Les transformations intégrales envoient une fonction f de l'espace direct sur une fonc-
tion g de 'espace réciproque. Elles sont décrites a ’aide d’un opérateur intégral linéaire L
défini par un noyau donné en sect 7.2. Ces transformations sont décrites dans ’espace a
une dimension, L : f (z) — g (x) et dans l'espace & trois dimensions, £ : f (r) — g (r). Les
transformations intégrales les plus importantes sont les transformations de Fourier décrites
par l'opérateur intégral linéaire F : f — f ou g = f . Les propriétés des transformations
de Fourier temporelle, F : f (t) — f(w), spatiale & une dimension F : f(z) — f (k) et
spatiale & trois dimensions F : f (r) — f (k) sont examinées en sect. 7.3 et 7.4. Dans I'es-
pace réciproque fréquentiel ou ’espace réciproque de phase, les dérivées des fonctions sont
transformées en produit qui fait intervenir la pulsation w ou le nombre d’onde k respecti-
vement comme montré en sect. 7.5. La résolution d’une équation différentielle dans l’espace
réciproque se réduit donc a un calcul algébrique simple comme on va le montrer pour un os-
cillateur harmonique amorti forcé en sect. 7.6. Dans cette application physique, on détermine
la transformée de Fourier de la fonction de Green G (w) dans I'espace réciproque fréquentiel
a l'aide d’un calcul algébrique. Par une transformation de Fourier inverse, on obtient alors la
fonction de Green G (¢t — t'). Afin de résoudre cette relation intégrale, on définit une intégrale
de contour et on applique le théoréme des résidus. On obtient alors une fonction de Green
pour le régime d’amortissement faible et une autre pour le régime d’amortissement fort. On
peut en déduire la déformation qui est le produit de convolution entre la fonction de Green
G (t — t') et une force d’entrainement quelconque f (2’). En régime d’amortissement faible,
pour une force d’entrainement périodique f (') = m ag sin (w’t), on montre alors en sect. 7.7
qu’au voisinage de la résonance, c’est-a-dire w ~ w’, la déformation est décrite initialement
par un régime transitoire et finalement par un régime stationnaire.

7.2 Transformations intégrales

Une transformation intégrale, décrite par un opérateur intégral linéaire £, est une intégrale
paramétrique sur un espace fonctionnel caractérisée par un noyau K, appelé “kernel” en
anglais. L’image d’une fonction f par un tel opérateur est donc une autre fonction g, dont le
domaine n’est pas nécessairement le méme. Ces opérateurs intégraux sont fondamentaux en



Pierre-Simon de

Laplace

74 CHAPITRE 7. TRANSFORMATIONS DE FOURIER

Solution assez simple Solution dans

Probléme dans

I’espace réciproque

I’espace réciproque

Transformation Transformation
intégrale inverse

Probléme dans Solution assez compliquée Solution dans

I’espace direct P’espace direct

FIGURE 7.1 Solution assez compliquée d’une équation différentielle dans ’espace direct
transformée en une solution plus simple dans I’espace réciproque grace a une transformation
intégrale.

analyse fonctionnelle. Ils permettent notamment de transformer une équation différentielle
difficile & résoudre en une version dont la résolution est & priori plus aisée (Fig. 7.1). Les
exemples les plus simples et les plus utiles en physique et en ingénierie sont les transformées
de Laplace et de Fourier. La transformation intégrale envoyant la fonction f (z), définie sur
I'intervalle [a, b], sur la fonction g (z) est décrite par Popérateur intégral linéaire L : f (z) —

g (k),
b
g0 =L @) = [ @K @b (7.1)

La transformation intégrale envoyant la fonction f (), définie sur le domaine D C R3, sur
la fonction g (k) est décrite par 'opérateur intégral linéaire L : f (r) — g (k),

o) =)= [If MKk (7.2)

La transformation de Laplace est une transformation intégrale envoyant la fonction f (¢),
définie sur lintervalle [0,00), sur la fonction F'(s) qui est décrite par 'opérateur intégral
linéaire L : f (t) — F (s),

Feo)=£f)= [ st . (7.3)
0
ou le noyau intégral est une exponentielle & argument réel,
K (t,s)=e *". (7.4)

La version complexe de la transformation de Laplace est la transformation de Fourier. La
transformation de Fourier temporelle est une transformation intégrale envoyant la fonction
f (), définie sur l'intervalle (— oo, 00), sur la fonction f (w) qui est décrite par Popérateur
intégral linéaire F : f (t) = f (w),

Fo=7rw=—= [ roea, (75)

ol le noyau intégral est une exponentielle a argument imaginaire,

e twt

Vor'

w est une pulsation et 1/+4/27 est un facteur de normalisation. La transformation de Fourier

K (t,w) =

(7.6)

spatiale & une dimension est une transformation intégrale envoyant la fonction f (x), définie
sur lintervalle (— 0o, 00), sur la fonction f (k) qui est décrite par 'opérateur intégral linéaire

F:f(x) > f(k),
3 1 > —ikx
f(k):ff(x)=¢77[mf(x)e b e (7.7)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_de_Laplace
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ou le noyau intégral est une exponentielle a argument imaginaire dont le signe est I'opposé
de celui de la transformation temporelle,

—ikx
Vor
k est un nombre d’onde et 1/4/27 est un facteur de normalisation. La transformation de
Fourier spatiale & trois dimensions est une transformation intégrale envoyant la fonction

f (r), définie sur le domaine R®, sur la fonction f (k) qui est décrite par 'opérateur intégral
linéaire F : f (r) — f (k),

T =F10)= o [l 1, (79)

ou le noyau intégral est une exponentielle & argument imaginaire,

K (z,k) = (7.8)

—ik-r

@ (7.10)

K (r,k) =

k est un vecteur d’onde et 1/(2m)3/2 est un facteur de normalisation.

7.3 Transformations de Fourier a une dimension

La transformation de Fourier spatiale a une dimension est bijective,
(F7'oF) f(z)=f(z). (7.11)

L’inverse de la transformation de Fourier spatiale & une dimension envoie la fonction f (k) sur
la fonction f (z). Elle est décrite par 'opérateur intégral linéaire inverse 1 : f (k) — f (),

flx)=F 1f (k)= jﬂ/_@o f(k)e™ ™ dk. (7.12)

Compte tenu de la transformation de Fourier (7.7) et de son inverse (7.12), la bijection (7.11)
s’écrit,

(]:_1 O]:)f@c) Zf_lf(k) =F! (\/12TT /_O:Of(x’)e_ikxl dm’)
_ % 00 (/oo f(m,)e_ikx/ dm') e kT L

e ([ e )

:/jo F@)6 (2 — o) da' = f () .

(7.13)

Au vu de la derniere égalité (7.13), on en déduit la représentation intégrale de la distribution
de Dirac spatiale a une dimension,

d(x—2)= % /OO e (e=2") gk . (7.14)

— o0
La représentation intégrale (7.14) permet d’établir deux propriétés importantes de la distri-
bution de Dirac spatiale & une dimension. La premiere est sa parité,

d(x—a')y=46(2' — x), (7.15)
et la deuxieme qui en résulte est sa réalité,

S (x—2)=6(x—12'). (7.16)
La transformation de Fourier (7.7) d’une distribution de Dirac spatiale & une dimension est

une exponentielle & argument imaginaire,

. ’
e~ ikx

Fé(a:—x'):\/%/oo 6(m—x’)eiikxdm=ﬁ. (7.17)

Joseph Fourier
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Par conséquent, la transformation de Fourier inverse (7.12) d’une exponentielle & argument
imaginaire est une distribution de Dirac spatiale a une dimension,

(=) gk = V2r 6 (z — ') . (7.18)

]:—1 e ika’ _

La transformation de Fourier temporelle est bijective,
(FroF) f(t)=F(1). (7.19)

L’inverse de la transformation de Fourier temporelle envoie la fonction f (w) sur la fonction
f (t). Elle est décrite par Popérateur intégral linéaire inverse F 1 : f (w) — f (1),

ft)=F 'f(w \/ﬂ/ flw)e “dw. (7.20)

Compte tenu de la transformation de Fourier (7.5) et de son inverse (7.20), la bijection (7.19)
s’écrit,

Fror) =@ =7 (o= [ r@)e )
= % O:o (/O:of et dt’> e ™ dw

/Zf(t’) (;ﬂ/i e~ w(t= )dw) dt'
=/_°;f<t’>5<t—t’>dt’:f<t>.

Au vu de la derniére égalité (7.21), on en déduit la représentation intégrale de la distribution
de Dirac temporelle,

(7.21)

§(t—t) = %/_oo e (=) du. (7.22)

La représentation intégrale (7.22) permet d’établir deux propriétés importantes de la distri-
bution de Dirac temporelle. La premiere est sa parité,

St—th=60t-1), (7.23)
et la deuxieme qui en résulte est sa réalité,
Ft—t)y=6@0-1). (7.24)

La transformation de Fourier (7.5) d’une distribution de Dirac temporelle est une exponen-
tielle & argument imaginaire,

e 1wt

Fo(t—t) W/ —t)e™tdt = N (7.25)

Par conséquent, la transformation de Fourier inverse (7.20) d’une exponentielle & argument

imaginaire est une distribution de Dirac temporelle,
. ’ 1 R . ’
Flewt' = — [ emwlt=t) gy =vors(t—t) . 7.26
=/ (¢ ) (7.26)

7.4 Transformations de Fourier a trois dimensions

La transformation de Fourier spatiale a trois dimensions est bijective,

(FloF) f(r)=f(r). (7.27)

L’inverse de la transformation de Fourier spatiale a trois dimensions envoie la fonction f (k)

sur la fonction f (7). Elle est décrite par 'opérateur intégral linéaire inverse F~1: f (k) —

f(T)7
fr)=F'fk) = 3/2 //Rdf ye* T dPk. (7.28)



7.5. TRANSFORMATIONS DE FOURIER DE DERIVEES 7

Compte tenu de la transformation de Fourier (7.9) et de son inverse (7.28), la bijection (7.27)

s’écrit,
(FLoF) f(r)=F'f (k)= F ( o JIL swe e a )
_ #///Rd <//R3 F () e d3r') o kT 3L
///R3 ( 27T) ///Iq3eik-(rr')d3k> 33
= //Rsf(r’)63 (r—7r)d* = f(r).

Au vu de la derniere égalité (7.29), on en déduit la représentation intégrale de la distribution

(7.29)

de Dirac spatiale a trois dimensions,

83 (r— 1) e ///R ) ) &3k (7.30)

La représentation intégrale (7.30) permet d’établir deux propriétés importantes de la distri-
bution de Dirac spatiale a trois dimensions. La premiere est sa parité,

Br—r)=80" -1, (7.31)
et la deuxieme qui en résulte est sa réalité,
B r—r)y=8(r— 7). (7.32)

La transformation de Fourier (7.9) d’une distribution de Dirac spatiale & trois dimensions
est une exponentielle a argument imaginaire,

—ik-r’
3 —1k: r 33 €
Fo&(r—r') (27) 3/2 ///Rs d’r (2ﬂ)3/2 - (7.33)

Par conséquent, la transformation de Fourier inverse (7.28) d’une exponentielle & argument
imaginaire est une distribution de Dirac spatiale a trois dimensions,

Flemthr' — (27:)3/2 ///RB etk (r=r") Bk = (27r)3/2 8 (r—7'). (7.34)

7.5 Transformations de Fourier de dérivées

La dérivée spatiale d’une fonction f (z) exprimée comme 'inverse de transformée de Fou-
rier spatiale & une dimension de la fonction f (k) prend la forme d’un produit de ik,

df _ i 1 * ik ikx
= (@)= — (J%/_oof( dk:) f/ ik F (k )e dk . (7.35)
Par conséquent, sa dérivée spatiale seconde s’écrit,
d>f d (df 1 o 9 5 .
ey -2 (2 = — —k*f(k))e"™™dk. .
mo = (D)= [ (-rFw)e (7.36)

La dérivée temporelle d’une fonction f (t) exprimée comme 'inverse de transformée de Fou-
rier temporelle de la fonction f (w) prend la forme d’un produit de — iw,

Par conséquent, sa dérivée temporelle seconde s’écrit,

- (@0 [ o
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FIGURE 7.2 Oscillateur harmonique forcé constitué d’un point matériel de masse m attaché
& un ressort de constante élastique k soumis & une force d’entrainement f (¢).

Le gradient d’une fonction f (7) exprimée comme l'inverse de transformée de Fourier spatiale
a trois dimensions de la fonction f (k) prend la forme d’un produit de ik,

Vi) =V ( 3/2//R3f zkrd3>
271-3/2//:/R3 Zkf 2k’r‘d3

Par conséquent, son laplacien s’écrit,

Vif(r)=V -V f(r) 3/2 ///R )e“”d?’k. (7.40)

(7.39)

7.6 Oscillateur harmonique forcé

Comme application des transformations de Fourier, on va résoudre 1’équation du mou-
vement d’un oscillateur harmonique forcé & une dimension en présence de frottement.
L’équation du mouvement est une équation différentielle ordinaire, linéaire, inhomogene
du deuxiéme ordre. En passant de l’espace direct a l’espace réciproque de Fourier, les
dérivées temporelles deviennent des produits de —iw ce qui permet de résoudre I’équation
différentielle de maniére plus directe. On considére donc un point matériel de masse m at-
taché & un ressort de constante élastique k soumis & une force élastique f, (¢), & une force
de frottement visqueux f, (¢) et a une force d’entrainement f (¢) (Fig. 7.2),

fe(t):_kw(t):_kx(t)j7
Fr)=—bo(t)=—bi(t)&, (7.41)

ol le point matériel oscille uniquement selon 1’axe horizontal des abscisses de vecteur unitaire
&. L’équation du mouvement du point matériel est exprimée en termes de la déformation
x (t) et de ses dérivées premiere & (t) et seconde Z (t) comme,

E(t)+278 (1) +wha(t) = *f() (7.42)

ou la pulsation naturelle wy et le facteur de frottement v sont définis comme,

[k b
= —_— = - .4
wo - et 7= 5 (7.43)

L’équation différentielle du mouvement (7.42) est une équation linéaire qui peut étre écrite
en termes de I'opérateur différentiel linéaire,

L= d2+ L (7.44)
gz T2 g T '
de la maniere suivante,
1
Lx(t)=—f(t). 7.45
v ()= () (7.45)

Pour une force d’entrainement ponctuelle au temps ¢t = ¢’ de la forme,

F@#®)=muved(t—1t), (7.46)
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ol vy = cste, I’équation du mouvement (7.46) devient,
Lx(t)=vyd(t—t). (7.47)

L’équation de Green s’écrit,

2

LG(t—1t)= (d

dt2+27§lt+w0>G(tt’)_5(tt'). (7.48)

La solution de I’équation différentielle (7.46) est le produit de convolution entre la fonction
de Green G (t — t') et la force d’entrainement f (¢'),

1 I
o)=L ()= (G P = [ G- ) f(e)r. (7.49)
m m
En effet, compte tenu de ’équation de Green (7.48),
d? d
<dt2 +2’ydt —|—w0) (t)

= / (dtz roy s +w0) G(t—t) ()t (7.50)

E/o §(t— t’)f(t’)dt’:%f(t). O

Afin de résoudre I’équation différentielle du mouvement (7.42), on effectue une transforma-

Lx(t)

tion de Fourier temporelle inverse de 1’équation de Green (7.48) pour pouvoir 'exprimer
dans ’espace de Fourier temporel réciproque. La transformation inverse de la fonction de
Green s’écrit,

G(t—1t) e “dw, (7.51)

\/ 2m /
ot G (w) est la transformée de Fourier temporelle de la fonction de Green G (t — t'). Compte
tenu de la transformation de Fourier temporelle inverse de ’équation de Green (7.51) et de
la représentation intégrale de la distribution de Dirac temporelle (7.22), '’équation de Green
temporelle (7.48) est mise sous forme intégrale,

d? d 1 Rl . 1 [ ; /
o2 — it gy — — —iw(t=t) gy 52
(dt2 + ’ydt+w0) mlmG(w)e dw 5 7006 dw (7.52)

Compte tenu des dérivées temporelles premiere (7.37) et seconde (7.38) et du fait que la
transformée de Fourier temporelle de la fonction de Green G (w) est indépendante du temps,
la relation intégrale de Green (7.52) devient,
oo - . oo 1 . , .
2 : 2 —twt wt’  —twt
—w® = 2iyw+wi)G(w)e dw:/ — e dw . 7.53

— o0

En identifiant les intégrants de la relation intégrale de Green (7.53),

1 iwt’
— e , 7.54
Ver (7.54)
on détermine la transformée de Fourier temporelle de la fonction de Green dans ’espace de
Fourier temporel réciproque,

(—w? — 2i7w+wg)é(w) =

G (W) = — — il . (7.55)

Vor w4 2iyw— w?

Le dénominateur de la transformée de Fourier temporelle de la fonction de Green peut étre

factorisé comme,
1 e iwt’
Vir @ wn) @ —w)’

ou les poles simples complexes s’écrivent,

Gw)=- (7.56)

wy = —iyE\Jwi — 2. (7.57)
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En substituant la transformée de Fourier temporelle de la fonction de Green (7.56) dans la
transformation de Fourier inverse (7.51), on obtient une expression intégrale pour la fonction
de Green,

Glt— )= — /OO e (7.58)

)= _ — w. .
27 ) o= )@= W)

Afin de déterminer la fonction de Green G (t — t'), on remplace l'intégrale (7.58) par une

intégrale de contour le long d’un chemin fermé C dans le plan complexe C pour la variable

complexe w, telle que w = Re (w),

Glt—t) = 195( e i) dw, (7.59)

Cor w— wy) (w— w_)

qui peut étre remise en forme comme,

Gt—1t)= V% 51% G (w)e™ ™ dw. (7.60)

Afin de déterminer le contour C a choisir, on applique le lemme de Jordan,

. w G (w) e” "t . we—iw(t=t)
lim |————~——|= lim =
|w|—o00 V2T lw|=oo | /21 (w — wq) (w— w_) 6l
we—iRe(w)(t—t’) ehn(w)(t— t’) ( -6 )
= lim =0.
[w|—o0 27 (w — wq) (w— w_)

Ainsi, on choisit un contour fermé C constitué d’un intervalle [— R, R] et d’un arc de cercle
I' dans le plan inférieur de rayon R orientés dans le sens horaire et que l'arc de cercle se
trouve dans le demi plan inférieur (Fig. 7.3) et on fait tendre le rayon R — oo. Afin que le
lemme de Jordan (7.61) soit satisfait lorsque ¢ > #', il faut que le contour soit parcouru dans
le sens horaire et qu’il se trouve dans le demi-plan complexe inférieur,

Im (w) <0. (7.62)

Compte tenu du lemme de Jordan, dans la limite ou le rayon diverge, c¢’est-a-dire R — oo,

Re (w)

FIGURE 7.3 Intégrale de contour le long du chemin fermé C.

I'intégrale le long de I’arc de cercle s’annule et I'intégrale de contour C se réduit a 'intégrale
sur lintervalle (— oo, 00),

R
75 G (w)e” ™ dw = lim Gw)e ™ dw+ lim [ G(w)e™ ™ dw
c R—oo J_p R—oo Jp (763)

= / G (w)e™ ™ dw.

La fonction & valeurs complexes G (w) e~ ““! a deux poles simples en w = w, et en w = w_.
Par conséquent, les deux résidus sont,

Res é (w) e~ Wt — lim  — (w - 'w+) e iw(tf t’) _ e*iw+(t7 t’)
w=w} Cwmes V2r(w—wy) (w—wo) V2T (wy — wo) (7.64)
(w— w_) e~ (=) e iw-(t=1)

Res G (w)e” ™' = lim — =

w=w_ wowo N2 (w— wy) (w—w_) V27 (wy — w_)
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G(t—-1t)

i Amortissement faible

/\V/\V/\V/\V/\V/\VAVA w(t—t)

FIGURE 7.4 Fonction de Green temporelle G (t — t’), ou1 t > t', d’un oscillateur amorti
forcé de pulsation w = /w2 — 2 en régime d’amortissement faible ol v < wo.

Par conséquent, le théoreme des résidus appliqué a la fonction & valeurs complexes
G (w) e~ "Wt gécrit,

yg G (w)e™ ™t dw = — 2mi Z Res G (w)e™ ™!
C

w=w+

t—t') _ efiuur(tf t')) (7.65)

i(wy — wo)

:\/§<em(

ol le signe moins dans le membre de droite est di au fait que l'intégrale de contour est
parcourue dans le sens horaire. Compte tenu du théoréme des résidus (7.65) et de la causalité,
la fonction de Green (7.60) s’écrit,

e—iw,(t—t’) . e—iuur(t—t’)

Git—1t)= et-1t), (7.66)

t(wy — wo)

ou la fonction de Heaviside © (t — t) rend compte de la causalité. A 1’aide des poles (7.57)
dans le demi-plan complexe inférieur,

wy = —iy £ /wi — 2, (7.67)
la fonction de Green (7.68) devient,
VT 0) _ - i (-0)
2i\/wf — 72
A présent, il convient de distinguer deux régimes : I’amortissement faible lorsque la force
élastique I'emporte sur la force de frottement, et 'amortissement fort lorsque la force de

Gt—t)=e t=1) ( > O—1t). (7.68)

frottement I’emporte sur la force élastique. On ne discutera pas ici le cas limite du régime
d’amortissement critique qui est de mesure nulle dans la pratique. En régime d’amortisse-
ment faible, c’est-a-dire v < wy, la pulsation du mouvement harmonique oscillatoire amorti

w=/ws — 2 si oy <wo, (7.69)

et la fonction de Green (7.68) devient alors (Fig. 8.2),

) sin (w (t— t’))

W

est définie comme,

G(t—t)=e (- O@t—1t) si y<wp. (7.70)

En substituant la fonction de Green (7.70) dans la relation (7.49), on obtient la relation
intégrale pour la déformation du ressort soumis & une force d’entrainement quelconque f (¢')
en régime d’amortissement faible,

x(t) = L /Ot e~ (=) gin (w (t— t’)) fF@ydt si v <wg. (7.71)

mw

George Green


https://fr.wikipedia.org/wiki/George_Green
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G({t—1t)

Amortissement fort

t—t

FIGURE 7.5 Fonction de Green temporelle G (t — t'), ot t > #', d’un oscillateur amorti

forcé avec un temps d’amortissement caractéristique 7 = 1/4/72 — w2 en régime d’amor-
tissement fort ol v > wo.

En régime d’amortissement fort, c’est-a-dire v > wp, le temps d’amortissement ca-
ractéristique est défini comme,

1
T=———— s > uw, (7.72)
7 — W

et la fonction de Green (7.68) devient alors (Fig. 8.3),

/

G(t—t)=e =) 7 ginh < > O(t—1t) si y>wp. (7.73)

T

En substituant la fonction de Green (7.73) dans la relation (7.49), on obtient la relation
intégrale pour la déformation du ressort soumis & une force d’entrainement quelconque f ()
en régime d’amortissement fort,

z(t) = % /Ot e~ 7(=*) sinh (t _T t/) F@yds  si oy >wp. (7.74)

7.7 Oscillateur harmonique forcé périodiquement

On considere a présent uniquement le régime d’amortissement faible, ot v < wy, avec une
force d’entrainement périodique d’amplitude fo = mag de la forme,

iw't _ —iw't
f ()= fosin(w't') =mag sin (w't') =mag ¢ 2: (7.75)
En substituant la force périodique (7.75) dans la déformation (7.71), elle devient,
t iw(t—t' —iw(t—t' iw't’ —iw't
at) =22 [ (=) (e G#) - ¢ ( )> (e Lot ) dt'
w Jo 21 21
ape- (it Y (ot
T [ o ) ar
4w 0
- (’Y+iw)t t . ’ ’ . ’ /
N L/ (e(y_l(w —))t _ (v (w +w))t) dat’ (7.76)
4w 0
t
_ 0 - (vfw)t/ (6 (v=i(w'+w))t _ o (i (W'—W))t’) dt’
4w 0
t *
#40 (emomtor [ (om e by ar)
4w 0

La somme d’un nombre complexe et de son conjugué complexe est deux fois sa partie réelle.
Ainsi, la déformation se réduit a,

2(t) = 20 Re <6<ww>t /O ' (e (v=i(w'Hw))t" _ (i (W’*w))t’) dt’) . (7.77)

2w
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'h

x (t)

e e
e

FIGURE 7.6 Evolution temporelle de la déformation z (¢) d’un oscillateur harmonique
amorti soumis & une force d’entrainement périodique.

La solution de l'intégrale intervenant dans l'expression (7.77) de la déformation est,

0

I ) N L CRI R N
= - — . (7.78)
v =i (W +w) o v+i (W — w) .
LR I AT T
v— i (W +w) vyt (W —w)
Par conséquent, la déformation (7.77) devient,
—iw't _ o (y—iw)t iw't _ = (y—iw)t
ag € e e e
t)=—R - 7.79
z (1) 2w e( v—i (W +w) vFi (W — w) )7 ( )
et elle est remise en forme comme,
4 Iy —iw't _ = (y—iw)t
x(t):@Re (*y 1 (w w))(e2 e )
2w (W +w)” +72
o, _ (7.80)
ao R (,Y_i(w/_w))(ezwt_ e—(’y—zw)t)
— — Re .
2w (W — w)® + 2
Proche de la résonance w ~ w’, on peut faire 'approximation suivante,
1 1
2 < 3 ) (7.81)
(WHw)+7* (W —w) +9?
et alors la déformation (7.80) devient (Fig. 7.6),
ag [ yeos(w't) + (W — w)sin (w't)
x(t)=—— 5
2w (W' = w)” +~2
(7.82)

+

L p— (7 cos (wt) — (w' — w)sin(wt)) .

2w (@ = w)* 42

Au voisinage de la résonance, c’est-a-dire w ~ w’, ’évolution temporelle (7.82) de la
déformation x (t) est régie par un mode de déformation rapide de pulsation w ~ w’. Cette
évolution peut se diviser en deux parties : le régime transitoire et le régime stationnaire. Du-
rant un intervalle de temps de ’ordre de grandeur du temps d’amortissement caractéristique,
c’est-a~dire t ~ 7, les interférences entre les oscillations naturelles, de pulsation w, amorties
par le frottement visqueux et les oscillations périodiques, de pulsation w’, générées par la
force d’entrainement périodique donnent lieu & des battements de pulsation lente w— w’ dont
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I’amplitude est exponentiellement amortie. Cet amortissement est décrit par le facteur e~ 7%,
L’oscillateur harmonique tend ensuite vers un régime stationnaire d’amplitude constante.
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Equations différentielles ordinaires

8.1 Introduction

Les équations différentielles sont primordiales en physique car la dynamique est décrite
par de telles équations. Etant donné que la dynamique est en général formulée en termes
de accélération et de vitesse, qui sont les dérivées seconde et premiere de la position, les
équations différentielles les plus importantes sont des équations différentielles ordinaires du
second ordre d’une fonction y (x). Dans le cas général, ces équations différentielles du second
ordre ont des coefficients pg (x) et p; (z) qui sont fonctions de la variable 2 et un terme de
source f (x) qui les rend inhomogeénes.

L’objectif de ce chapitre est d’établir une méthode systématique de résolution des
équations différentielles ordinaires inhomogenes du second ordre y” (x) + p1 (z)y' (x) +
po (z)y (z) = f(x). Pour ce faire, on va d’abord s’intéresser a la résolution des équations
différentielles ordinaires homogenes du second ordre y” (x) + p1 () ¥y’ (x) + po (x) y (x) =0
ou f (z).

Premiérement a l'aide de la méthode de Frobenius on fait un développement en série
de puissances y (z) = Z;io ajz*t7 autour de z = 0 et on détermine les coefficients a;.
Deuxiemement, la méthode du wronskien permet d’exprimer la deuxiéme solution y» (z) de
I’équation différentielle homogene en termes de la premiere y; () a 'aide d’une relation
intégrale. Troisiemement, la méthode de Green permet alors de déterminer les solutions
particulieres y, (z) de I’équation différentielle inhomogene. A T'aide de cette méthode les
fonctions de Green G (x — z') sont exprimées en termes du wronskien W (z’) et des solutions
de l’équation différentielle homogene yy (z), y1 (2'), ya (2), y2 (2).

En guise de premiere application physique, on va établir le développement en séries de
puissances des polynémes de Laguerre L, () qui interviennent dans la résolution de la
partie radiale de la fonction d’onde de I'atome d’hydrogene. Comme seconde application,
on va résoudre efficacement ’équation du mouvement d’un oscillateur harmonique forcé
E(t)+2v@(t) + wiaz(t) = L f(t) en présence de frottement visqueux. La méthode du
Wronskien permet de déduire la deuxiéme solution zq (t) de la premieére x; (¢). Ensuite,
la méthode de Green permet d’obtenir une expression explicite de la fonction de Green
temporelle G (t — t’) en régime d’amortissement faible ol v < wy.

8.2 Equations différentielles ordinaires du second ordre

La résolution de nombreux problémes physiques fait intervenir des équations différentielles
ordinaires inhomogenes d’ordre n de la forme,

y™ (@) + pa-1 (@) gV @)+ (@)Y (@) + po (@) y (@) = f2) . (81)

ot les coefficients pg (), p1 (), ..., Pn—1 (x) et p, (x) sont des fonctions réelles et f () est
aussi une fonction réelle qui représente physiquement une source ou une force d’entrainement.
Les équations différentielles inhomogenes les plus fréquentes sont celles du 2¢ ordre,

y" (x) +p1(2)y (2) +po (2)y (z) = f(2) . (8.2)
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Dans le cas particulier ou il n’y a pas de source, c’est-a-dire f(z) = 0, I’équation
différentielle (8.2) devient homogene,
y" (@) +p1(2)y (2) +po(2)y (x) =0. (8.3)

Le cas le plus simple est celui d’une équation différentielle homogene du deuxiéme ordre ou
les coeflicients sont constants, c’est-a-dire p; () = b = cste et py () = ¢ = cste. Dans ce
cas, I’équation différentielle homogene du deuxieme ordre (8.3) est,

y" (x) + by () + cy(z) =0. (8.4)

L’équation différentielle (8.4) lie la fonction y (z) & ses dérivées premiere ' (z) et seconde
y" (x). Les solutions de cette équation sont donc des exponentielles & argument complexe,

y(z) =y (0)er® ol recC. (8.5)

En substituant les solutions (8.5) dans I’équation différentielle (8.3), on obtient ’équation
suivante,

(/\2+b)\+c>e”:0. (8.6)

Etant donné que 1’équation (8.6) doit étre vérifiée quelle que soit la valeur finie de A € C,
on en déduit ’équation caractéristique, introduite par Euler,

M A4+bA+c=0. (8.7)

Les deux solutions ’équation caractéristique sont les suivantes,

Alzé(—b+\/b2—4c) ot A2=3(—b—\/b2—4c). (8.8)

2

Il convient de distinguer deux cas. Dans le premier cas, lorsque le discriminant A n’est
pas nul, c’est-a-dire A = b2 — 4c¢ # 0, les solutions complexes conjuguées et linéairement
indépendantes de 1’équation différentielle (8.4) sont de la forme,

y1 (x) = eM® et ya (x) = e (8.9)

Ainsi, la solution générale de 1’équation différentielle homogene & coefficients constants (8.4)
est une combinaison linéaire de ces deux solutions linéairement indépendantes,

y(z) =c1eM +cpe?, (8.10)

ou les coefficients ¢; et co sont fixés par les conditions au bord imposées sur y (0) et 3’ (0).
Dans le deuxieme cas, ol le discriminant est nul, c’est-a-dire A = b% — 4¢ = 0, ’équation
différentielle homogene & coefficients constants (8.4) devient,

Y (x) + 20y () + 0%y (x) =0 on b =+c= g , (8.11)
les coefficients caractéristiques sont confondus,
A==V, (8.12)
et les solutions sont de la forme,
y(@)=g()e ", (8.13)

ol g (z) est une fonction bien choisie. En faisant un développement limité au premier ordre
de la fonction g (z) autour de z = 0,

g(@)=ca+euw, (8.14)
les solutions sont une combinaison linéaire de deux solutions linéairement indépendantes,
y@)=(c1+cz)e " =ce V" fepue V7. (8.15)

La dérivée premiere de (8.15) s’écrit,

y' (z) = (02 =V (ca+e :c)) e Ve, (8.16)
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et la dérivée seconde est,
Y (x)=—0b (2 co— bV (c1+ e 3:)) e Ve, (8.17)
Compte tenu de la fonction (8.15) et de ces deux premieres dérivées (8.16) et (8.17),
y' (@) + 20y () + 07y () = =V (2 e = b (c1te 96)) e
+2v (62 —V(c1+ e x)) et 4 p2 (c1 +cax)e” e — ), (319

ce qui démontre que la fonction (8.15) est solution de I’équation différentielle homogene a
coefficients constants (8.11). Dans le cas ou les coefficients ne sont plus constants, les so-
lutions ne sont pas de simples combinaisons linéaires d’exponentielles de la forme (8.10)
ou (8.15). En revanche, la solution générale de 1'équation différentielle homogene & coeffi-
cients quelconques (8.3) est aussi une combinaison de deux solutions complexes linéaires
indépendantes,

y(x)=cry(z) +c2y2 (2) . (8.19)

La solution générale de I’équation différentielle inhomogene & coefficients quelconques (8.3)
est la somme de la solution générale yy, (z) de 1’équation différentielle homogene (8.4) et
d’une solution particuliere y, (),

y (@) = yn (2) +yp (2) = cron () + c2ya () +yp (2) - (8.20)

En effet la solution générale yy, (z) satisfait I’équation différentielle homogene (8.3),

yi () + p1 (@) g, () + po () yn (x) =0, (8.21)

alors que la solution particuliére y, (z) satisfait I’équation différentielle inhomogene (8.2),

yn () +p1 (@) yh (2) + po () yn (2) = £ (2) . (8.22)
On conclut alors que la solution générale (8.20) satisfait ’équation différentielle inho-
mogene (8.2),
y" (@) +p1(2)y (x) +po (2)y (2)
=i () + p1 (2) yh, (2) + po (@) yn () + ; (2) +p1 (@) v, (2) + po (2) yp (2)

comme il se doit.

8.3 Méthode de Frobenius

La méthode de résolution de Frobenius est une méthode de résolution d’une équation
différentielle ordinaire homogeme du second ordre (8.3). Cette méthode locale est basée sur
un développement en série de puissance de la fonction y (z) autour d’une valeur particuliére
Tr = X,

o0
y(z) = Z a; (x —x0)° " ol s=0 et ag#0. (8.24)
=0

Dans le cas le plus simple ot zyp = 0, le développement en série de puissances (8.24) se
réduit a,

WV

y(@)=> a;z*"7 ot s>20 et  ag#0. (8.25)
=0

Les polynémes d’Hermite H,, (x), les polynémes de Laguerre L, (z), les polynémes de Le-
gendre Py (z) et les fonctions de Bessel J,,, (x) admettent le développement en série de puis-
sances (8.25) autour de = 0. En substituant ce développement en série de puissances dans

Ferdinand Georg
Frobenius
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Péquation différentielle homogene du second ordre (8.3), on obtient 1’équation de Frobenius,

2)Y (s+j— 1) (s+j)a a2
= . (8.26)
+p1(z Zs+gax Y ypo (x )Zajxsﬂ‘:o,
Jj=0 j=

Pour les polynémes d’Hermite H,, (x), de Laguerre L, (z) et de Legendre P (), les coeffi-
cients py (z) = Ry [z] ou k € {0, 1,2} sont de la forme,

po()=v et pr(x)=Bix+P et pr(x)=wa’+arz+ag, (8.27)

ol v, o, @2, Bo, B1,70 € R. Ainsi, ’"équation de Frobenius (8.26) devient,

o
(a2x2+a1x+a0 Z s+j—1)(s+7)a; zsti—2
7=0

- . (8.28)
+ (B12 + Bo) Z s+j— Da;z* "+ Z ajz*t =0,
=0 j=
et elle est remise en forme comme,
Z ao(s+j—1)(s+7)a;zsti—?2
=0
+Z(a1(5+jf1)(s+j)+ﬂo(5+jf1))ajrs+j’1 (8.29)

<
Il
o

+
I

I
=)

(ag(erjf ) (s+5)+Bi(s+j— 1)+70)ajxs+j:o.
J

On sort les deux premiers termes de la premiére somme et on décale l'indice muet de
sommationj — j + 2. De plus, on sort le premier terme de la deuxieme somme et on décale
I'indice muet de sommation j — j + 1. L’équation de Frobenius (8.29) devient,

aps(s— 1)a0x572+((a15+ﬁo)(8— 1)a0+a05(s+1)a1)$57

ao(s+j+1)(s+j+2)ajoz

<
Il
o

(oq (s47)(s4+7+1)+Bo(s+ j)) a1 25 (8.30)

~
Il
o

+
e

_|_

i

I
o

(ozg(s+j— D(s+j)+pb1(s+j— 1)+70)ajz5+j:().
J

Afin de ’équation de Frobenius (8.30) soit satisfaite, il faut que les facteurs de chaque

puissance de z s’annulent. En particulier, il faut que le facteur de 2°~2

tenu de la condition ag # 0, ce qui donne ’équation indicielle,

s’annule compte

aps(s—1)=0. (8.31)

Ainsi, si ag # 0, il y a par exemple deux valeurs possibles pour le parametre s € {0,1}. De
plus, il faut que le facteur de z°~ !
et a,

s’annule qui donne une relation entre les coefficients ag

(c1s+ o) (s—1ag+ags(s+1)a; =0. (8.32)
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Finalement, le facteur de z*™/ s’annule pour tout ; € N, ce qui donne une relation de
récurrence entre les coefficients a;, a;4+1 et ajyo,

a0(8+j+1)(s+j+2)aj+2
(e (s +9) (s 45+ 1)+ Bo (5 + ) @i (3.33)
+(a2(s+j— D(s+j)+b1(s+j— 1)+70)aj:0.

Les coefficients a;, ou j € N, du développement en série de puissances sont déterminés en
résolvant le systéme d’équations (8.31), (8.32) et (8.33).

8.4 Méthode du wronskien

La méthode du wronskien permet de déterminer la seconde solution yo (2) d’une équation
différentielle ordinaire homogene du second ordre (8.3) 4 1’aide de la premiére solution y; ().
La solution générale de cette équation différentielle et sa dérivée premiere forment le systeme
d’équations,

y(x)=cryi(z) +c2ya(z),

, , , (8.34)
Y (2) =y (@) + oy (z),
qui écrit sous la forme matricielle comme,
y(x) yi(x) y2(2)\ [
= . (8.35)
Y (x) yi(z) yy(x)) \e2

Le wronskien W (x) est défini comme le déterminant de la matrice intervenant dans la
relation matrielle (8.35),

yi(z) 2 (2)
W (z) = =y (2)ys () — yy (@) y2 () # 0. (8.36)
1 (z) ys ()
Etant donné que les solutions y; (z) et yo (z) sont linéairement indépendantes, les colonnes

de la matrice ne sont pas multiples d’'une de l'autre ce qui garantit que le wronskien W ()
ne s’annule pas. La dérivée du wronskien s’écrit,

W' (z) =y (2) ys (x) + 31 (2) y (x) — v (2) v5 (2) — yi (2) ya ()
=y (z)yy () — o) (2)y2 (2) .

Les fonctions y; (z) et yo (x) sont solutions de I’équation différentielle homogene du second
ordre (8.3),

(8.37)

yi (z) +p1 () ¥; () + po (x) y1 (x) =0,
Yy (2) 4+ p1 (%) Y5 () +po () ya (x) = 0.
Compte tenu des équations différentielles (8.38), la dérivée du wronskien devient,
W (@) = =1 @) (P (@) s (2) + po (0) 32 (2))
+32 (@) (1 (@) 9} (@) +po (@) 1 () (8.39)
= —p1(@) (11 @) 95 (@) = vi (@) 92 (2)
36)

Compte tenu de la définition du wronskien (8.36), la dérivée du wronskien (8.39) satisfait
I’équation différentielle suivante,

(8.38)

W' () = —p1 () W () . (8.40)

La primitive de ’équation différentielle ordinaire s’écrit,

W (x) ! T
In (W (2)) = / dwvf ((x,)) _— / 1 (&) da (8.41)

Jo6zef Maria

Hoene-Wronski
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oll 7’ est une variable muette. Le wronskien s’écrit donc & une constante prés comme,

W (z) = exp <— / p1 (z') dx’) . (8.42)
Le wronskien (8.36) peut étre remis en forme comme,

z)

W (@) = 1 (2) b (2) — ¥} (&) 2 (&) = 1 (2)° (y ( ) , (8.43)

y1 (@)

ce qui implique que,

(yz ($)>' _ W) (8.44)

vi(@)) oy (z)?
La primitive de 1’équation différentielle (8.44) multipliée par la premiere solution y; (z)
donne une expression intégrale de la deuxiéme solution ys (x) en fonction de la premiere,
t W (=)
yi (@)
Par conséquent, si la premieére solution y; (z) peut étre obtenue par calcul ou simplement

devinée, la deuxiéme solution linéairement indépendante y, () peut alors en étre déduite
par calcul du wronskien. Dans le cas particulier ot p; (z') alors W (z') = 1 et ainsi,

da’ . (8.45)

y2 (z) = y1 () /Iylizll)2 si. pp(a')=0. (8.46)

8.5 Méthode de Green

La méthode de Green permet de déterminer les solutions particulieres de I’équation
différentielle ordinaire inhomogene du second ordre (8.2) en termes des solutions linéairement
indépendantes y; (z) et yo (x) de I'équation différentielle ordinaire homogene du second
ordre (8.3). L’équation différentielle ordinaire inhomogene du second ordre (8.2) est une
équation linéaire qui peut étre écrite en termes de 'opérateur différentiel linéaire,

=L @ im@ (s.47)
=25 +tp(@) - +po(@) «
de la maniere suivante,
Ly(x)=[(z). (8.48)

La solution de cette équation est le produit de convolution entre la fonction de Green
G (x — z’) et le terme de source f (a'),

ya) =L @) = (@@= [ Gl o)) (8.49)
Pour une source ponctuelle en z = ' de la forme,
f(x)=fod(xz— 2'), (8.50)
I’équation de Green s’écrit,
LGx—2a)=6(x—1'). (8.51)

Compte tenu de l'opérateur différentiel linéaire (8.47), I’équation de Green (8.51) prend la
forme explicite suivante,

G"(x—2")+p1 ()G (z— 2 )+po(2)G(x— 2')=6(x— 2') . (8.52)

Compte tenu de la condition de causalité = > z’, les solutions de I’équation différentielle
homogene de Green sont une combinaison linéaire des solutions linéairement indépendantes

y1 () et y2 (),

0 siox<a
Glx—2')= ’ 8.53
o= {A(x’>y1<x>+B<x’>y2<x> Sow>a, (85
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ou les coeflicients A (') et B (z') dépendent de z’. Par continuité, la fonction de Green
évaluée en z = 2’ s’annulent,

A@@") 1 (@) + B(2) y2 (2') = 0. (8.54)
La dérivée de la fonction de Green (8.53) par rapport a x s’écrit,

0 si z<a,
G (x—12')= (8.55)
A@) vy (2)+ B(@) yh(x) si z>a,
Afin de déterminer la dérivée de la fonction de Green G’ (z — ') dans la limite ot @ — 2/,
on intégre I’équation de Green (8.52) par rapport & x dans Uintervalle [z’ — £, 2’ + €] dans
la limite ou ¢ — 0,

z'+e
1ir% (G” (x—2)+p1(2)G (x — 2') +po () G (z — J;’)) dx
E—r ’
voe (8.56)
T +e
= lim §(z— 2')de=1.
e—0 2 — e

Par continuité de la fonction de Green G (x — z’) et du coeflicient pg (x) au voisinage de
x = 2/, intégrale du troisitme terme du membre de gauche de la relation intégrale (8.56)
s’annule,
z'+e
lim po (2) G (x — 2')dx =0. (8.57)

e—0 x'—e

A T'aide d’une intégration par parties, par continuité de la fonction de Green G (z — ') du
coefficient p; (z) et de sa dérivée p} (z) au voisinage de z = ', I'intégrale du second terme
du membre de gauche de la relation intégrale (8.56) s’annule,

z’+e z'+e
lim p1(2) G (z — 2')dx = lim p; () G (z — 2')
e—0 2 — ¢ e—0 x'—¢€
e (8.58)
— lim Py ()G (x— 2')dz =0.
e—0 o — ¢
Compte tenu des intégrales (8.57) et (8.58), la relation intégrale (8.56) se réduit a,
' 4e 2’ +¢
lim G" (r— 2')dr =lim G' (z — 2') =1. (8.59)
e—=0 '— e e—0 x'— e

En évaluant la dérivées de la fonction de Green (8.55) dans la limite ot x — 2’ compte tenu
de identité (8.59),

A(a') i (@) + B (2') yp () = 1. (8.60)
Le systéme d’équations (8.54) et (8.60) est mis sous la forme matricelle suivante,
v (a) g2 (2)\ [A() 0
= . (8.61)
yi (@) wa(2')) \B(2) 1

Compte tenu du fait que le déterminant de la matrice (8.61) est le wronskien W (z'), I'in-
version du systéme matriciel (8.61) donne les coeflicients A (z') et B (z'),

()

A(z') 1 yy (') —y2(2')\ [0 W&
= = . (8.62)
/ W (aj/) / / ! Y1 QZ/
B (z') -y (@) oy (2) 1 W((xg

En substituant les coefficients A (z') et B (2’') dans la fonction de Green (8.53), celle-ci
devient,

Glo— o) = - PR O] ;- 0, (5.6
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ou la fonction de Heaviside © (x — 2’) rend compte de la causalité. La solution parti-
culiere (8.49) de I'équation différentielle inhomogene (8.2) s’écrit,

yp () = /1’ G(x— 2) f(2)dx . (8.64)

En substituant la fonction de Green (8.63) dans la solution particuliere (8.64), celle-ci de-
vient,

Yp (2) = 2 (x)/myl(;;)(i,gxl) da’ — y; (JU)/IW dx’ . (8.65)

8.6 Polyndémes de Laguerre

En guise de premiere application, on considere ’équation de Laguerre qui décrit, dans sa
forme généralisée, la partie radiale de la fonction d’onde stationnaire d’un électron dans le
modele quantique de ’atome d’hydrogene. L’équation différentielle de Laguerre s’écrit,

L (z)+(1—2)L, (x)+nL,(z)=0, (8.66)

ou les fonctions L, (z) qui dépendent du parametre n € N sont les polynémes de Laguerre.
Afin de déterminer le développement en série de puissances de ces polynomes, on utilise la
méthode de Frobenius. Le développement en série de puissances (8.25) des polynomes de
Laguerre L, (z) autour de z = 0 s’écrit,

x) = Z ajz°t o s20 et ap # 0. (8.67)

En substituant le développement en série de puissances (8.67) dans 1’équation différentielle
de Laguerre (8.66), on obtient I’équation de Frobenius,

oo
2y (s+j—1)(s+j)a;a"H 2
7j=0

. (8.68)
1—st+]ax +nZaxs+J—0
j=0 7=0
qui est remise en forme comme,
o0 o0
(s—|—j)aac Zs—l—j—naazsﬂ—o (8.69)
§=0 §=0

En sortant le premiers terme de la premiéere somme et en décalant 'index muet j — j + 1,
I’équation de Frobenius (8.69) devient,

s2aga®” —|—Z<s—|—j+1 aj+1—(s+j—n)aj>:cs+j20. (8.70)

Afin de ’équation de Frobenius (8.70) soit satisfaite, il faut que les facteurs de chaque

-1

puissance de x s’annulent. En particulier, il faut que le facteur de z°~ " s’annule compte

tenu de la condition ag # 0, ce qui donne 1’équation indicielle,
s2=0 ainsi s=0. (8.71)

Compte tenu de 1’équation indicielle (8.71), I’équation de Frobenius se réduit a,

i (G+1?aj = (G= n)a;)a? = 0. (8.72)

=0
Finalement, le facteur de 27 s’annule pour tout j € N, ce qui donne une relation de récurrence
entre les coefficients a; et a;j41,

ji—n

= a;. 8.73
(G +1) 57

aj+1 =
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FIGURE 8.1 Polynémes de Laguerre Lo (x) en noir, L1 (x) en bleu, Ly (x) en rouge et L3 ()
en vert.

Ainsi, les trois premiers coefficients, ou j € {0, 1,2}, s’écrivent,

-n (-1)n
a1 = 172 apg = W ag ,
1-n (-=1)?*n(n—1)
agz = %) ap = (2')2 ao , (874)
2—n (=1)°n(n—1)(n-2)
= Ty 2T (3)° "
Le dernier coefficient est a,,. En effet,
n—mn
piy1 = ———5 ap, = 0. 8.75
) (8:75)

Par récurrence, tous les coefficients a; pour lesquels j > n sont tous nuls. Compte tenu
des trois premiers coefficients (8.74), un coefficient quelconque a; ot 0 < j < n s’écrit par
récurrence,

D)np-1...(n=j+1)
_ (4"
_ Ym0, (-t )= 1.2 1 576
_ (n—j)(n—j—1)...2-1()? 0 .
(—1) n! :(

S w0 S ().

Ainsi, en prenant comme premier coefficient ag = 1, le développement en série de puissances
des polynomes de Laguerre s’écrit,

Ly (z) = Zi:o aj2’ = zn: =’ (”) 2l (8.77)

!
= b\

a; = ao

ao

Les quatre premiers polynomes de Laguerre, ou n € {0, 1,2}, s’écrivent (Fig. 8.1),

Lo(.ﬁ):l,
Ll(x):_x+1a
1 (8.78)
LQ(I):E(IQ* 4z +2) ,
1 .
Lg(x):g(—x‘3+9:r2— 18z +6) .

Les polynomes de Laguerre L,, () ont comme propriété,
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L, (0)=1. (8.79)

8.7 Oscillateur harmonique forcé

Comme seconde application, on considere 1’équation différentielle inhomogene décrivant
le mouvement d’un oscillateur harmonique forcé,

() + 27 () 4w () = — [ (1), (3.30)

olt m est la masse, v est le parametre de frottement visqueux, w? est la pulsation au carré
en absence d’amortissement et f (¢) est la force d’entrainement. L’équation différentielle ho-
mogene décrivant le mouvement d’un oscillateur amorti en absence de force d’entrainement,
c’est-a-dire f (t) = 0, s'écrit,

F(t)+ 2@ (t) +wix(t)=0. (8.81)
Etant donné que cette équation différentielle homogene a des coefficients constants,
po (t) = wi et  p1(t)=2% et pa(t)=1, (8.82)
les solutions de cette équation sont de la forme,
z(t)=eM ou AecC. (8.83)

En substituant les solutions (8.83) dans I’équation différentielle (8.81), on obtient ’équation
caractéristique,

M 429 A +wi=0. (8.84)
Les coefficients caractéristiques sont,

e =—7E /7 - W = —ytiyfud - 12, (8.85)

Ces coeflicients caractéristiques sont liés par la relation,
Ap+A-=—27. (8.86)
La premiéere solution est,
z (1) = eMt = e TleiVEiTE (8.87)

Compte tenu des coefficients (8.82), le wronskien (8.42) est,

W (t) = exp ( /thydt’) =e 271, (8.88)

A Taide du Wronskien (8.88), la deuxiéme solution (8.45) s’écrit,

t / t —2~t
)=o) [ T = [T
z1 (') (eX+*)

¢ Apt 2 Ao )t 2 Ao )t (889)
:eMt/ e 20 A g € +te=20r+A4) _ e~ (2r+Ay) .
2(v+ A1) 29+ 224
Compte tenu des identités (8.85) et (8.86), la deuxieme solution (8.89) devient,
er-t e*”/te—imt
w2 ()= : (8.90)

T N TN

A Daide de la premiére solution (8.87), de la deuxiéme solution (8.90) et du wronskien (8.88),
la fonction de Green (8.63) s’écrit,

_m () () — xo () 21 (¢)

Gt—t)= W (') et—1t)
o eVEB R () L i@ () (8.91)
— (=) ot 1).

2in/wi — 42
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En régime d’amortissement faible, c’est-a-~dire v < wyq, la pulsation du mouvement harmo-
nique oscillatoire amorti est définie comme,

w=/ws — 7?2, (8.92)
et la fonction de Green (8.91) devient alors (Fig. 8.2),
sin (w (t— t’))

G(t—t)=e (=1 -

Ot-1t). (8.93)

G(t—-1t)

Amortissement faible

— w(t—1t)

FIGURE 8.2 Fonction de Green temporelle G (t — t'), oi1 t > t', d’un oscillateur amorti
forcé de pulsation w = /w2 — 2 en régime d’amortissement faible ol v < wo.

En régime d’amortissement fort, c’est-a-dire v > wp, le temps d’amortissement ca-
ractéristique est défini comme,

1
. S T (8.94)
7? - wp
et la fonction de Green (8.91) devient alors (Fig. 8.3),
/ —y(t=t") o t—+t '
Git—t)=e" Tsinh| —— | O@—-1t). (8.95)
T

G(t—t)

Amortissement fort

t—t

FICURE 8.3 Fonction de Green temporelle G (t — t'), ou ¢t > ', d’un oscillateur amorti

forcé avec un temps d’amortissement caractéristique 7 = 1/4/7% — w? en régime d’amor-
tissement fort ou v > wo.

L’implémentation des méthodes du wronskien et de Green est nettement plus simple et
directe que le calcul de l'intégrale de contour d’une transformation de Fourier inverse a
laide du théoréme des résidus effectués en sect. 7.6! Les fonctions de Green ainsi obtenues
sont les mémes...
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Théorie de Sturm-Liouville

9.1 Introduction

De nombreux probléemes physiques font intervenir des équations différentielles homogenes
ordinaires du deuxiéme ordre de la forme ps (z) y! (z) + p1 (2) v, () + (po () — A\p) y (x) =
0. Les solutions de ces équations différentielles sont un ensemble infini dénombrable de
fonctions y, (x) indicées par un nombre n € N*. Ces fonctions sont des fonctions propres
qui satisfont des équations aux valeurs propres d’un opérateur différentiel linéaire £ =
p2 () j—; + p1(z) £ + po (z) de la forme Ly, (z) = A, yn (z) comme montré en sect 9.2.
L’espace vectoriel des fonctions propres y, () est un espace de Hilbert #, c’est-a-dire un
espace de fonctions de carré intégrable L? (R) muni d'un produit scalaire avec une mesure
déterminée par une fonction poids w (z) € R;. Les vecteurs propres de la base de I’espace
de Hilbert H sont les vecteurs ket | y,, ) et les vecteurs de la base du dual de Iespace de
Hilbert H* sont les vecteurs bra (y, | comme détaillé en sect 9.6. L’espace de Hilbert est
isomorphe a son dual H ~ H*. Afin que les valeurs propres A, de l'opérateur L soient
réelles, il faut que l'opérateur L soit hermitien. Cela détermine les conditions aux bords et
impose une relation différentielle entre les coefficients p; (z) et ps (z) et la fonction poids
w (x). L’équation différentielle peut alors étre exprimée uniquement en termes des fonctions
propres y,, (z) et de leur dérivée premieres y/, (x) : c’est la forme de Sturm-Liouville.

Afin que les fonctions propres y, (z) de 'équation différentielle soient des polyndémes de
degré n, les coefficients py (z) et pa (z) des dérivées premiere y' (z) et seconde y” () doivent
étre des polynomes de degrés 1 et 2 respectivement et la fonction pg (z) doit étre nulle
comme expliqué en sect 9.3. Dans ce cas, les fonctions propres y,, () sont proportionnelles
aux dérivées n® de la fonction w () p§ (z). Elles sont définies par la formule de Rodrigues
qui est démontrée en sect. 9.4. Elles peuvent aussi étre obtenues en dérivant des fonctions
génératrices établies en sect. 9.5. Grace a la dérivée n® de la formule intégrale de Cauchy,
les fonctions propres peuvent étre exprimées comme des intégrales de contour des fonctions
génératrices ou des fonctions w () p (z) appelées intégrales de Schaefli.

Dans I'espace de Hilbert H, 'opérateur différentiel linéaire £ et son inverse £~! peuvent
étre décomposés en sommes discrétes infinies de projecteurs | y, ) (yn | sur les fonctions
propres multipliés par les valeurs propres \, et leurs inverses A\, ' respectivement. Cette
décomposition, appelée décomposition spectrale, est établie en sect. 9.7.

De nombreux problemes physiques sont décrits par des équations différentielles inho-
mogenes ordinaires de la forme Ly (x) = f(x). Les fonctions y(x) sont des combinai-
sons linéaires des fonctions propres y, (z), mais elles ne sont pas ellessmémes des fonc-
tions propres. Les solutions de ces équations différentielles inhomogenes sont obtenues par
produit de convolution entre la fonction de Green et le terme d’entrainement f (z), c’est-a-
dire y (x) = L= f (z) = (G * f) (z). A l'aide de la décomposition spectrale de 1'opérateur
différentiel linéaire £, la décomposition spectrale de la fonction de Green est établir en
sect. 9.8.

En guise d’application de la théorie de Sturm-Liouville, on examine des ondes station-
naires sur une corde homogene horizontale fixée a ses extrémités en sect. 9.9. On détermine
I’équation d’onde inhomogene en présence d’une force d’entrainement périodique verticale.
La transformée de Fourier inverse par rapport au temps de I’équation d’onde donne I’équation
de Helmholtz inhomogene y” (x) + k?y () = f (x) décrivant Ponde stationnaire. Compte
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tenu des conditions aux bords, on en déduit les fonctions propres ainsi que la décomposition
spectrale de la fonction de Green, ce qui permet déterminer le profil de 'onde y (z) a l'aide
d’une décomposition en série de Fourier du terme d’entrainement f (z).

9.2 Théorie de Sturm-Liouville

Dans la résolution de nombreux problemes physiques, on est confronté a des équations
différentielles ordinaires homogenes du deuxiéme ordre de la forme,

p2 () Y, () + p1 (2) v () + (Po (€) = An) Y (2) =0, (9-1)

ol po (x), p1 (x) et pa(x) sont des fonctions réelles et A, € R est un nombre réel qui
dépendent d’un parametre entier n € N*. Les solutions de I’équation différentielle ordi-
naire homogene (9.1) sont un ensemble infini dénombrable de fonctions propres y,, (z) qui
satisfont une équation aux valeurs propres pour 'opérateur linéaire £ défini comme,

2

L =py(x) j? +p1 (2) % +po () . (9.2)

Compte tenu de l'opérateur linéaire (9.2), des fonctions propres y, () et de leurs valeurs
propres associées \,, I’équation aux valeurs propres s’écrit,

Au vu de I'équation aux valeurs propres (9.3), la linéarité des fonctions propres y,, (x) et
yn (z) 8écrit,

£ (@1 ym (@) + 0290 (2)) = a1 Ly (@) + 22 Ly, (@) o
= 01 A Ym ('T) + a2 A\n Yn (93) . .

L’orthonormalité des fonctions propres y., (z) et y, (z) est donnée par le produit scalaire
défini comme,

b
(o | 4 ) = / o (&) Yo (2) w0 (2) d = S (9.5)

ou la fonction poids w (x) & valeurs dans Ry assure Porthonormalité des fonctions propres

sur Uintervalle [a,b]. Les équations différentielles homogene du deuxiéme ordre avec des

solutions polynomiales qui interviennent en physique, notamment les équations de Laguerre,

d’Hermite, de Legendre et de Bessel ont des fonctions poids définies positives. A présent,

on va déterminer les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'opérateur linéaire L

soit hermitien. Pour ce faire, compte tenu des définitions de 'opérateur linéaire (9.2) et du
produit scalaire (9.5), on écrit les deux produits scalaires suivants,

b
(| Lo = [ 052 @) (12 @) )+ 21 2 (@) 0 (@) 0 2) w0 2
@ (9.6)

b
(Lym|yn) = / (p2 (@) ym () 4+ p1 (@) Yy () + o () Yy, (fv)) Yn () w () da .

A l’aide d’une intégration par parties effectuée sur le premiére intégrale, la différence entre
les produits scalaires (9.6) s’écrit,

<ym‘£yn>7 <£ym‘yn>:

b b
=/ (Y 2w Yy — ynpzwy;i{’)drﬁ/ (Y PLW Yy, — Yn DLW Yy ) d
a a

b
+/ (Y PO W Yr, — Yn Do W Yy, ) dT (9.7)

b b
= (Y P2W Yy, — Yn D2W Yy a—/ ((yfnpzw)'y;— (ynpzw)'yiii) dx
a

b
+/ (Y LW Yy, — Ynpr WY ) da .
a
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La premiere intégrale du dernier membre de 1’équation (9.7) est mise en forme comme,

b
/ ((yi‘npz w) Y, = (Yn D2 w)'yiii) dx
a
b b
* / I % * *
=/ (ym (P2w) Yy, — Yn (P2 w) yné) dw+/ (Y P2w Yy, — Y P2wyp) da
a

a
b
—(2w) [ Wt ). 0.9
Par conséquent, la différence entre les produits scalaires (9.7) devient,
(Ym | Lyn) = (LYm|yn) = (9.9)

b b
t (mw— (paw)’)/ (Y Yn — Yn Ypy) d .

= (P2 w) (Y, Y, — Yn Yim)

Les équations différentielles d’Hermite, de Laguerre et Laguerre généralisée, de Legendre et
de Legendre généralisée (Tab. 9.1), satisfont les conditions aux bords suivantes,

p2 (@) w(a) =ps (b)w (b)) =0. (9.10)

Dans ce cas, le terme de bord dans 1’équation (9.11) s’annule,

b
(P2 w) (Y Y = YY) | =0 (9.11)
Equations différentielles | p2 () w (x) p2 (z) w () [a, b]

Hermite 1 e e [— 00, 0]

Laguerre T e ze [0, <]
Laguerre généralisés T e | aFtle ™ [0, o0

Legendre 1— 2° 1 1— 2? [—1,1]
Legendre généralisés 1— 2 1 1— 2 [—1,1]

TABLE 9.1 FEgquations différentielles pour lesquelles le terme po w s’annule aux bords de
Uintervalle [a, b].

Ainsi, la différence entre les produits scalaires (9.9) se réduit a,

b
| L) = (Lam ) = (prw= G2w)) [ Grsh = mowidde. (012)

Par conséquent, 'opérateur linéaire £ est hermitien (ou autoadjoint), c’est-a-dire qu’il est
égal & son adjoint £ = LT,

<ym|['yn>:<£Tym|yn>:<£ym|yn>7 (913)
si et seulement si la condition hermicité,
li
(p2 (@) w (@) = (@) w(), (9.14)

est satisfaite. Si I'opérateur £ est hermitien, alors ses valeurs sont réelles, c’est-a-dire A\, =
A, En effet,

b
(a1 £3) = (Lonlun) = o= X [ 07 @) v (@) 0 (@) o

== A (YnlYn) = — A, =0.

(9.15)

La fonction poids définie comme,

w(z) = —— exp </ P (@) d:c') , (9.16)

p2 (2) p2 ()

Jacques Charles
Francois Sturm


https://fr.wikipedia.org/wiki/Jacques_Charles_Francois_Sturm

Joseph Liouville

100 CHAPITRE 9. THEORIE DE STURM-LIOUVILLE

satisfait la condition d’hermicité (9.14),

(p2 (@ (@) = 242 e ( [ e dw') — (@) w (@) . (9.17)

p2 (2) p2 (7')
L’équation différentielle (9.1) multipliée par la fonction poids (9.16) s’écrit,
p2 (z) w (2) Y, (2) +p1 (z) w (2) Yy, (@) + (Po (2) — An) w (2) yn (x) = 0. (9.18)

Compte tenu de la condition d’hermicité (9.14), ’équation différentielle (9.18) devient,

/
p2 (@) w @)y @) + (p2 (@) w (@) v (@) + (o (8) = A)w (@) ya () = 0. (9.19)
L’équation différentielle (9.19) se réduit & la forme de Sturm-Liouville,

L (w2 ()93 () + (0 () = M) (@) o () = 0. (9.20)

9.3 Solutions polynomiales

Dans le cas particulier ol la fonction pg (x) = 0, les fonctions p1 (z) € Ry [z] et p2 (z) € Ra [7]
sont des polynomes de premier et deuxieme degré respectivement,

p1(z)=prz+ o et p2 (z) = s 2+ +ao, (9.21)

avec des coefficients ag, a1, s, By et B constants, les fonctions propres y,, (z) € R, [z] sont
alors des polynomes de degré n,

x) = Z a; 2’ ol an # 0. (9.22)

Par conséquent, a I’aide de méthode de Frobenius, I’équation différentielle (9.1) peut alors
étre écrite en termes de développements en série de puissance,

n
(a2x2+a1x—|—ao Z j—1) jajx]
7=0

+(ﬂ1x+ﬁo)2jaja:j71— /\nZajsz().
=0

=0

(9.23)

et peut étre remise en forme comme,
n
aOZj(j—la]xj +Z (a1 ]—1+50)ajw] !
§=0
+Z< (a2 ]—1)4-51) )ajxj:O. (9.24)
Compte tenu du fait que le facteur du monéme de plus grand degré ™ doit s’annuler sous

la contrainte a,, # 0, c’est-a-dire pour j = n dans la derniére somme, on obtient la condition
suivante,

asn(n—1)+pfin— X, =0. (9.25)
Ainsi, on en conclut que la valeur propre s’écrit,
An=agn(n—1)+Fin. (9.26)

Compte tenu des polynomes (9.21), les valeurs propres (9.26) sont remise en forme comme,

1
)\n:En(nf 1) py +npi. (9.27)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Joseph_Liouville
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9.4 Formule de Rodrigues

La formule de Rodrigues qui donne les polynomes de degré n qui sont solutions de I’équation
différentielle homogene du deuxieéme ordre (9.1) compte tenu de la condition pg (z) = 0 et
des polynomes (9.21) s’écrit,

Yn (CC) =

¢, d"

w (z) @(w () py (m)> ) (9.28)

ou les coefficients ¢,, sont constants. Afin d’établir ce résultat, on va se baser sur la condition
d’hermicité (9.14) utilisée pour établir ’équation de Sturm-Liouville (9.20). En développant
cette condition,

(prw) =phw+prw’ =prw, (9.29)

on en déduit la dérivée de la fonction poids,

_ /
w' = Lp P2y, (9.30)
2

Compte tenu de ce résultat, le développement,

pa (wph) = ps (w'py +wnpypy =), (9.31)
donne l'identité suivante,

P2 (wp) =wpj ((n— 1ps+p1). (9.32)

Compte tenu de la formule de Leibniz, la dérivée n 4 1° par rapport & x du membre de
gauche de I'identité (9.32) s’écrit,

qn+l , ntl n+1 dkpg qntl-k ,
gt (P2 (wpE)) = 2 < k ) ot dgrriok (0P2)
pary (9.33)
dn+? " dntl o n(n+1) , d" n
=P2 0 (wpy) + (n+ 1) ph Ty (wp3) + Tplzl T (wpy) -
ou pgk) = 0si k > 2 car ps(z) est un polyndéme du deuxiéme degré en = d’apres la

définition (9.21). De maniere analogue, la dérivée n + 1¢ par rapport &  du membre de
droite de l'identité (9.32) s’écrit,

(0= D+ ) wrg) =

ntl 1 dk ((TL - 1)]9/2 + pl) qrti- k
-2 ()
k=0

/ dn+1 n /! / dn n
= ((n = 1)ph +p1) gt (wpz) +(n+1) ((n— 1) py +p1> el G R
ou plg(k) =0et pgk) = 0si k > 1 d’apres la définition (9.21). Par conséquent, compte tenu des
développements en série (9.33) et (9.34), la dérivée n+1¢ par rapport & x de I'identité (9.32),
dn+1 , dnJrl ,
gy (p2 (wpy)') = pTEsY (((n - 1)p, +p1> ng) ; (9.35)
devient,
dn+2 n dntt e n(n+1) , d® n
P2 s (wpy) + (n41) ph dan il (wpy) + Tplzl p (wpy) (9.36)
dn-i-l n

=((n— )py+p1) oy (wpy) + (n+1) ((n = 1) p5 +p) Ln(wpg)-
( )da: ( )da:

L’équation différentielle (9.36) multipliée par ¢, /w se réduit a,

dn+2 c dn+1

Cp, n n n
(wpy) + (2p5 — p1) w deiil (wpy)

w drnt?

n?—n-—2 ¢, d "
- < p¥+(71+1)p'1> — —— (wp3) = 0.

D2
(9.37)

2 w dx™

Olinde Rodrigues

Gottfried Wilhelm
Leibniz
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A présent, on suppose que les fonctions propres y, (z) sont données par la formule de Ro-
drigues (9.28) et on montre qu’elles satisfont I’équation différentielle du deuxieme ordre (9.1).
Compte tenu des formules de Rodrigues (9.28) et de Leibniz, on obtient 'identité suivante,

"o de CTL dn ( )
P2Yp, = P2 a2 \ w dzn W P

_22:(2>d Cn dM( wpz)

- k k

k=0 k)d d2 X (9.38)
d
dz

(%) 2 o

=p2 5 (wpy) +2p2 —

w dznt?

d* repy d” n
g (5) o (08)

Compte tenu de la dérivée de la fonction poids (9.30),

d /ey, w' ¢y, /\ Cn
— ) =—py— — =— — — 9.39
P2 — ( ) D2 (p1 pg) W’ ( )

et de la dérivée seconde,

ﬁ(:n):_ A (Pr=phcn
P22 \w P2 Py W

N ((pﬁ — py)p2 — (p1 — Pb)Ph cn) P Phen
b2

& N N (9.40)
o / o 2 .
_ (_ W, — )+ (pr = Po)py | (P1— Ph) ) Cn
b2 P2 w
(o oy P PE) e
( (P — p2) + o .

Compte tenu des dérivées premieére (9.39) et seconde (9.40), I'identité (9.38) devient,

Cn dn-i—2 " " .\ Cn dn-i-l "
P2 oo (wp3) =p2yn +2(p1 — o) W denit (wpy)

p1(p1— p3) cn d”
(0= - 2R S T

(9.41)

En substituant I'identité (9.41) dans I’équation différentielle (9.37) compte tenu de la formule
de Rodrigues (9.28), celle-ci devient,

dn+1 " 1 p1 (p 7p/
p2yn +p1 w dr A+l ( p2) - (27’1(7’1— 1)p/2/+np/1 + 1(;22)) Yn =0. (942)

Compte tenu de la formule de Rodrigues (9.28), on obtient l'identité suivante,

d (¢, d" cp dntl d sc
/o n _ n n n
P1Yn =P1 ( (w p2)> Pr (wph) + p1 Iz (*)

w dam w
e dr n w' ¢, d n
—Plam(wpz)—Plaaw( wpy) (9.43)
e dr ny P1(p1— ph)
—Plam( 5) — Tym
qui est remise en forme comme,
Cn dn+1 / p1 (pl - pl2>
P1 s denit (wpy) =P1Yn + U (9.44)

A Taide de la relation (9.44), I’équation différentielle (9.42) se réduit a,

1
P2 Y + D1 Yy — (2n(n— 1)p’2’+np’1> Yn =0. (9.45)

Compte tenu de la définition (9.27) de la valeur propre \,, ’équation différentielle (9.45)
est I’équation différentielle initiale (9.1) lorsque pg = 0,

P2Yp +P1Yp = A yn =0, (9.46)
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ce qui établit que la formule de Rodrigues (9.28) est bien solution de cette équation
différentielle.

9.5 Fonction génératrice et intégrale de Schaefli

Les polynomes d’Hermite, de Laguerre, de Laguerre généralisés, de Legendre, de Legendre
généralisé ainsi que les fonctions de Bessel peuvent étre dérivés de fonctions génératrices. Les
fonctions propres y,, () peuvent étre considérées comme des coefficients d’un développement
en série de puissances d’une variable auxiliaire t. Ce développement en série de puissance
constitue la fonction génératrice g (x,t),

g(@,t) = coyn(x)t". (9.47)
n=0

La dérivée n® de la fonction génératrice (9.47) par rapport a la variable auxiliaire ¢ évaluée
en t = 0 s’écrit,

0"g (x,t)

= |
e enn! yn (2) . (9.48)

t=0

o0
= Z cryr (x)nlth—n
0 k=n

t=

La formule intégrale de Cauchy pour une fonction holomorphe f (z) est définie comme suit,

f(x)= L /(z) dz. (9.49)

2 Joz— =z

La dérivée n® de la formule intégrale de Cauchy (9.49) par rapport & z s’écrit,

d"f(z) _ n! f(z)

(9.50)

Pour la fonction génératrice f (t) = g (x,t), la dérivée partielle n® de la formule intégrale de
Cauchy (9.50) par rapport & ¢ devient,

glat)  nt 55 P 9(@.2) . (9.51)
C

otr 2mi z— )"t

En comparant les dérivées partielles de la fonction génératrice (9.48) et (9.51), les fonctions
propres sont obtenues par calcul d’une intégrale de contour C dont 'intégrant est propor-
tionnel a la fonction génératrice,

1 90"g(x,t)
cp ! ot™

11 515 9(@.2) o (9.52)

) = = —
Yn () _o  2micy Jo 2zt

t

Compte tenu de la dérivée partielle n® de la formule intégrale de Cauchy (9.50) par rapport
a x pour la fonction f (z) = w (2) p (2), la formule différentielle de Rodrigues (9.28) donne
I'intégrale de contour de Schaefli,

@)= s (@ @) = s 0§ OB o5

9.6 Fonctions propres et espace de Hilbert

Les fonctions propres |y, ), appelés des vecteurs “ket”, sont les vecteurs de base d’une
base orthonormée de I’espace vectoriel de Hilbert H# muni du produit scalaire (9.5). Les
fonctions propres y, () évaluées en = sont obtenus par produit scalaire du vecteur “bra”
(x| et du vecteur “ket” (y,| € H,

Yn (@) = (@ |yn) - (9.54)

Ce produit scalaire est donc un “bra-ket”. Les fonctions propres duales (y, |, appelés des
vecteurs “bra”, sont les vecteurs de base d’une base orthonormée de 1'espace vectoriel de

Ludwig Schléfli
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Hilbert dual #*. Les fonctions propres " (z) évaluées en x sont obtenus par produit scalaire
du vecteur “bra” (y, | € H* et du vecteur “ket” |z ),

Yn (2) = (2 |yn)" = (yn|z). (9.55)

Le produit scalaire (9.5) entre des fonctions propres et leurs conjugués complexes montre
que l’espace de Hilbert A est isomorphe a l’espace de Hilbert dual H*, c’est-a-dire que
‘H ~ H*. La solution générale de I’équation différentielle ordinaire homogene du deuxieme
ordre (9.1) est une combinaison linéaire de fonctions propres,

qui peut étre exprimée comme un produit scalaire dans l’espace de Hilbert H,
oo
y(x)=(zly) ch zlyn) =Y cnyn(x) . (9.57)
n=1

Ainsi, le vecteur “ket” (9.57) s’écrit dans I'espace de Hilbert de la maniére suivante,

|y>:ZCn|yn>: Z Cménmlyn>: Z cm<yn|ym>|yn>
n=1 m,n=1 m,n=1
) (9.58)
= Z Cm|yn ynlym Z|yn yn|y *1|y>
m,n=1

ot 1 est opérateur identité. On en déduit la relation de fermeture discréte, & savoir que
Iopérateur identité 1 est la somme des projecteurs |1, ) (yy,| sur I'ensemble de la base
discrete des fonctions propres,

oo

> lyn) (| = 1. (9.59)

Compte tenu des définitions (9.54) et (9.55), le produit scalaire (9.5) peut étre mis sous la
forme suivante,

b b
<ym|yn>:/ y:n<x>yn<x>w<z>dx:/ (| 2) (2 ) w0 (&) da

b
—<ym|</ |x><x|w<z>dx>|yn>—5mn.

On en déduit la relation de fermeture continue, & savoir que l'opérateur identité 1 est
lintégrale des projecteurs |y, ) (yn | pondérée par la fonction poids w (x) sur toute la base

(9.60)

continue,
/Ix (z|w(x)dr = (9.61)
Compte tenu de la définition (9.54) et de la relation de fermeture continue (9.61),
b
() = () = (x| L) = [ (olo) (' ) w @) da
a (9.62)

b b
:/ yn(x')(x|x'>w(x')daz':/ yn ()6 (v — o) da’.

A Taide de la derniere identité sur les intégrants de la relation (9.62) et de la relation de
fermeture discrete (9.59), on obtient une expression de la distribution de Dirac en termes
des fonctions propres y,, (z),

§(z—a')=(z]a")w(’) = (z]1]a")w ()

o0
:Z x|yn yn|$l>w Zyn Yn
n=1

(9.63)
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9.7 Décomposition spectrale

Pour établir la décomposition spectrale de I'opérateur linéaire £, on écrit 1’équation aux
valeurs propres (9.3),

Lyn (@) =(x|Lyn) = (2| Yn) = Anyn (x) . (9.64)
Dans I'espace de Hilbert, I’équation aux valeurs propres s’écrit,

Compte tenu de la relation de fermeture discrete (9.59), I’équation aux valeurs propres (9.65)
devient,

‘C|ym>:)\m|ym>:/\mi|ym>zz)\n‘yn><yn|ym>' (966)

On déduit la décomposition spectrale de 'opérateur différentiel linéaire L,

L= Mulya)(ynl. (9.67)

n=1
L’opérateur linéaire inverse £~ ! a le méme espace propre, généré par les mémes fonctions
propres, que l'opérateur linéaire £ mais avec des valeurs propres inverses,

oo

L3 ) (. (9.65)

n=1""

En effet, la composition de I'opérateur différentiel linéaire £ et de son inverse £~! donne
bien I'identité,

(Z )\ | Ym ) ym|> (Z/\ | Yn ) yn)
= L|ym><ym|yn> yn\—Z|yn (yn|=1.

m,n=1 n=1

(9.69)

9.8 Fonction de Green

Dans la résolution de problemes physiques, on est souvent confronté a des équations
différentielles ordinaires inhomogenes du deuxieme ordre de la forme,

p2 () y" (x) +p1 (2) Y (@) +po (2) y (2) + Ky () = [ (2) (9.70)

ol A € R* et f () est un terme de source ou d’entrainement. Compte tenu de la définition
de Vopérateur différentiel linéaire (9.2), I’équation différentielle ordinaire inhomogene (9.70)
est mise sous la forme suivante,

(L+E1)y(x)=f(2). (9.71)
A Taide de l'opérateur différentiel linéaire défini comme,
D=L+E1, (9.72)
Iéquation différentielle inhomgene (9.71) se réduit,
Dy(z) = f(z), (9.73)

dont la solution formelle est,

y(x) =D f (z). (9.74)
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Compte tenu de la décomposition spectrale (9.67) de l'opérateur £, on en déduit la
décomposition spectrale de 'opérateur D,

D=£+/€2izz>\n|yn><yn‘+k2 Z |yn><yn|
n=1 =t (9.75)

=Y (K + ) lyn) (-
n=1

Par conséquent, I'inverse de Popérateur (9.75) est défini comme,
— 1

-1 _

En effet, la composition de 'opérateur différentiel linéaire D et de son inverse D~! donne
bien I'identité,

D loD= (Z kQ_i)\ | Y ) ym><z_: k2+)‘ |yn><yn|>

m><ym|yn><yn|zz |yn><yn\:i

(9.77)

Compte tenu des définition (9.54) et (9.55) et de la relation de fermeture continue (9.61),
léquation différentielle (9.74) évaluée en x s’écrit,

y(2) =D 1 f(x) = (x| D1 f)
> L ) (ynl ) =

3

(@) (yn 1)

W

24+

(9.78)

b
:Z k2_|_)\ Yn ( )/<yn‘x,><l’/|f>”LU(l’/)dx/

:/ Z m Yn () yp () f (@) w () da”.

La solution de ’équation différentielle inhomogene y (x) est le produit de convolution de la
fonction de Green avec le terme d’entrainement f (x) pondéré par la fonction poids w (z),

b
y(z)=(Gx*f)(z) = / Gx—2)f(@)w(2')d. (9.79)

En comparant les intégrants des solutions (9.78) et (9.79), on en déduit la fonction de Green,

(@~ ) Z,@H o ()9 () = O (o — ). (980)

ot la derniere égalité résulte du fait que les valeurs propres soient réelles, c’est-a-dire A, = AJ.
Compte tenu des définitions (9.54) et (9.55) et de la décomposition spectrale (9.76), la
fonction de Green peut étre mise sous la forme suivante,

oo 1 -
G~ a') = (x| (Z ) (o |> )= (DM at). (981)
n=1 n
Afin d’établir I’équation de Green, on fait agir 'opérateur différentiel D sur la fonction de
Green (9.81) compte tenu de la distribution de Dirac (9.63) et de I'identité (9.77),
DG(x—2')=D(z|D '2')=(x|DoD !|2') =

i r—a 9.82
(a1l = (1) = =), (9:52)

Par conséquent, I’équation de Green pondérée par la fonction poids w (z) s’écrit,

DG(x— 2 )w(@)=656@x— 2. (9.83)
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y(z) T,

dmg

FIGURE 9.1 Elément de corde infinitésimal soumis & son poids dm g, aux tensions T, et
T3 et a la force d’entrainement F'.

En mécanique quantique, il est utile est méme nécessaire de normaliser les fonctions propres
afin de pouvoir faire des calculs de probabilités. Les fonctions propres normalisées ¢, (z) et
leurs conjugués complexes sont définis comme,

pn (1) = Vw () yn (z) et ¢ (2) = Vw (@) y, (2) . (9.84)

Compte tenu du produit scalaire (9.5) des fonctions propres y, (z), le produit scalaire des
fonctions propres normalisées o, () satisfait la condition d’orthonormalité,

b
(om|on) = / o (2) o (2) AT = b (9.85)

9.9 Ondes stationnaires sur une corde vibrante

Comme application de la théorie de Sturm-Liouville, on va décrire des ondes stationnaires
sur une corde vibrante entretenue par une force d’entrainement verticale périodique. Pour
ce faire, une considere une corde élastique horizontale de longueur L tendue. Un élément de
masse infinitésimale dm, de largeur infinitésimale dz est soumis a quatre forces extérieures :
le poids dm g, la tension T, exercée le long de la corde en x vers la gauche, la tension T'g
exercée le long de la corde en x + dx vers la droite, et la force d’entralnement verticale
périodique F (Fig. 9.1). Ces forces sont représentée dans le plan cartésien vertical Oxy
comme,

dmg=—dmgy,
T,=—-Tycosax+T,sinag~—-T,2+T,ay,
Tg=TgcosBx+Tgsinfg~Tgx+13879,
F.=F,=dmag(z)cos(wt) g,

(9.86)

ou les approximations ont été faites dans la limite des petits angles, c’est-a-dire a < 1
et B < 1, et ag(x) est la norme de I'accélération d’entrainement maximale. L’équation
vectorielle du mouvement vertical de I’élément infinitésimal de corde s’écrit,

F=T,+Ts+F.+dng=dmi. 9.87
B

Dans la limite des petits angles, la projection de I’équation du mouvement selon les axes de
coordonnées cartésiennes s’écrit,
selon& : —T,+T13=0,
&y (z,1) (9.88)
oz

D’apres la projection de I’équation du mouvement le long de I'axe des abscisses, les normes

selon § : —Toa+TgB+dm (ao(m)* gCOS(Wt)> =dm

des tensions sont égales,

T=T,=Ts. (9.89)
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Dans la limite des petits angles,

a~tano = 8y(;v:7t)7
(9.90)
g ~tanf = 7ay(x+dx,t)’
or

Par conséquent, la projection de 1’équation du mouvement le long de 1’axe des ordonnées
divisée par la norme de la tension T s’écrit,

Oy (z + dx, t Oy (z,t dm 0%y dm
y o ) _ éx ) _ - 8552 t_ T(g — agp (z) cos (w t)) . (9.91)
Compte tenu de l'identité,
y(w+dut) _Oy(nt) Oyt
Ox - Oz Ox?

de la densité linéique de masse de la corde,

) dz, (9.92)

dm
e
et du fait que pour une corde suffisamment tendue, le poids de I’élément de corde est
négligeable par rapport a son poids,

= (9.93)

dmg < T, (9.94)
léquation du mouvement vertical de la corde (9.91) divisé par dx devient,

82 .’L‘,t 1% 823} .’L',t H
:Z)(xQ ) _ T 8(t2 ) = — 7 ao (z)cos (wt) . (9.95)

A Taide de la vitesse de propagation du son dans la corde,

cs =] —, (9.96)
’ I
Iéquation du mouvement de la corde (9.95) est une équation d’onde avec un terme d’en-
tralnement dans le membre de droite,
Py (x,t) 1 0%y(w,t) ap ()

a7 2 o =— 2 cos (wot) . (9.97)

A présent, on exprime les termes de ’équation d’onde a l’aide de transformées de Fourier
inverses par rapport au temps t,

82 82 7iw 1 > ~ —w
3x2 = / tdwzﬁ/_ooy”(x,w)e tdw,

828552 - m/ (=

ezw0t+e iwot

cos (wot) = ———— = /OO ; (5 (w+wo) + 0 (w— Wo)) = Wt g,

Jf/ % e” Whdw . (9.98)

ou la derniere identité est due au fait que wg > 0. Par conséquent, I’équation du mouvement
de la corde (9.97) devient,

yw)e” “Whdw

2

V%/ <”/a:w)+w2g(x,wi>e“”dw-—

(9.99)
ﬂ— a’O — twt
= (w—wp) e dw .
\/ 2m / f 0)
Compte tenu de la relation de dispersion de ’onde stationnaire,
k=2 (9.100)

Cs
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du terme d’entralnement,

Flz,w) = — \/j o (f) §(w— wo) (9.101)

Cs

et de l'identification,

y(@) =y@,w) et f(z)=[f(z0), (9.102)

Iintégrant de la transformée inverse de Fourier (9.99) de 'onde correspond & I’équation de
Helmholtz inhomogene,

y' (2) + Ky () = f(z) . (9.103)
qui peut étre écrite en termes des opérateurs différentiels linéaires D et £ comme,
Dy(z) = (L+ K+ 1)y(x) = f(2) . (9.104)

L’équation homogene de Helmholtz homogene, c’est-a-dire en absence de terme d’en-
trainement f (z), pour les fonctions propres y, (x) s’écrit,

Yn (2) + ki yn () =0, (9.105)

ou le nombre d’onde dépend de n, c’est-a-dire k — k,, comme on va le montrer. Compte
tenu de l'opérateur différentiel linéaire,

d2

ou les coefficients de lopérateur différentiel (9.2) sont les suivants,
po(z)=0 et p(x)=0 et py(x)=1. (9.107)
I’équation aux valeurs propres pour les fonctions propres correspondantes y,, (z) s'écrit,
Yn (@) = Lyn (2) = An yn (2) - (9.108)
Ainsi, la valeur propre A, est 'opposé du carré du nombre d’onde k,,
Ay = — k2. (9.109)

Par conséquent, la fonction poids (9.16) vaut 1'unité,

w(z) = p21(x) exp (/m i; g:; d:ﬂ) —1, (9.110)

ce qui implique que les fonctions propres y,, (z) satisfont la condition d’orthonormalité,

L
<ym|yn>=/0 Y (%) Yn () dz = Gy - (9.111)

La corde horizontale de longueur L est maintenue fixe & ses extrémités. Les fonctions propres
satisfont donc les conditions aux bords,

Yn (0) = yn (L) = 0. (9.112)

Compte tenu de ces conditions, les fonctions propres sont les termes d’une série de Fourier
impaires (Fig. 9.2),
nwx

Yn (x) = by, sin (T) : (9.113)

En substituant les fonctions propres (9.113) dans ’équation aux valeurs propres (9.108),

p _ nmt)Q . (nmj) _ ) (mmc)
yn (x) (—L by, sin < Ap by, sin < ) (9.114)
on en conclut que les valeurs propres sont,
2
A= — k2 =— (%”) . (9.115)
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OO0 0000

FIGURE 9.2 Fonctions propres y, (z) = by sin (“52) pour n € {1,2,3,4} ot b, < 0 (bleu)
et b, < 0 (noir).

Afin de déterminer les coefficients b,,, on exprime explicitement la condition d’orthonorma-
lité (9.111) en termes des fonctions propres (9.113),

(Ym | yn ) = b, by /OL sin (?) sin (?) dz = Oy - (9.116)

Compte tenu de la relation d’orthonormalité des séries de Fourier réelles,

E/L sin (?) sin (?) dx = Omn , (9.117)
0

le carré de la valeur absolue des coefficients réels b,, s’écrit,

(9.118)

2 2
|bn|2:b;;bn:Z ainsi by =1/ 7

Par conséquent, les fonctions propres normées sont,

Yn (z) = \/E sin (?) : (9.119)

Compte tenu des valeurs propres (9.115) et de la fornction propre normées (9.119), la fonction
de Green (9.80) associée a I’équation de Helmholtz inhomogene (9.104) s’écrit,

=t (9.120)

En substituant la fonction de Green (9.120) dans le produit de convolution (9.79) on obtient
la solution stationnaire de 1’équation de Helmholtz inhomgene (9.104),

L
y (2) / G (z— ') f (') do’

1 . nmxy 2 [ (nma! nN o
;lﬂ—(”{)z sm( T )Z/O sm( T )f(ac)daﬁ7

ou f(z') est le terme d’entrainement qui satisfait les conditions aux bords,

f0)=f(L)=0. (9.122)

Compte tenu des conditions aux bords (9.122), le terme d’entrainement peut étre écrite une
série de Fourier impaire,

(9.121)

f) = miz fmsin (mzx/> : (9.123)

Compte de la relation d’orthonormalité (9.117), en substituant le terme d’en-
trainement (9.123) dans la solution stationnaire de 1’équation de Helmholtz inhomgene,
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celle-ci devient,

- fm . (naxy 2 [P (nma’\ | (mma
y(x) = Z kz_(mr)Qsm(L)L/o sm( T )sm( 7 )dm'

qui se réduit a,

111

(9.125)

Ainsi, en décomposant en série de Fourier impaire le terme d’entrainement f (z’), on
détermine alors la solution stationnaire de ’équation de Helmholtz inhomogene (9.104),

qui est aussi une série de Fourier impaire.
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Fonctions de Bessel

10.1 Introduction

A T'aide de la méthode de séparation des variables qui consiste & factoriser une fonction de
plusieurs variables comme le produit de fonctions séparées de chaque variable, une équation
différentielle aux dérivées partielles peut étre remise en forme comme un systeme d’équations
différentielles ordinaires. Ces fonctions dépendent de coefficients de proportionnalité. La
solution de ’équation différentielle aux dérivées partielles est donc une combinaison linéaire
de fonctions propres indicées par les coefficients de proportionnalité. En physique quantique,
ces coefficients sont les nombres quantiques.

Premiérement, on applique la méthode de séparation des variables afin de résoudre
I’équation de Helmholtz en coordonnées cartésiennes en sect 10.2. Deuxiémement, a ’aide
du laplacien en coordonnées polaires, établi en sect. 10.3, on résout ’équation de Helmholtz
en coordonnées polaires en sect. 10.4. La partie radiale de cette équation donne lieu a une
équation différentielle ordinaire qui est exprimée a l'aide d’une variable sans dimension en
sect. 10.5. Cette équation est ’équation de Bessel dont les solutions sont les fonctions ra-
diales K, (x) qui sont des combinaisons linéaire des fonctions de Bessel de premiere espece
Jm (z) et des fonctions de Bessel de deuxieme espece Yy, (). Les fonctions de Bessel de
premieére espece sont continues en z = 0 alors que les fonctions de Bessel de deuxiéme espece
sont discontinues a l'origine. Dans la plupart des problemes physiques, les solutions sont
continues en x = 0, et par conséquent, les fonctions de Bessel de premiere espece sont les
plus utiles dans la pratique. Les fonctions de Bessel de premiere espece J,, (x) sont impaires
si m est impair et paires si m est pair. L’équation de Bessel est mise sous la forme de
Sturm-Liouville pour les fonctions de Bessel J,, (z) ou Yy, (x) en sect 10.6. La solution de
I’équation de Helmholtz en coordonnées polaires, si elle est continue en z = 0, est exprimée
comme produit d’'une fonction de Bessel de premiere espece et d’une série de Fourier réelle
en sect. 10.7.

Comme premier exemple d’application physique des fonctions de Bessel, on décrit la dyna-
mique quantique d’une particule de masse m confinée sur un disque de rayon r et d’épaisseur
négligeable en sect. 10.8. L’équation de Schrodinger en deux dimensions est mise sous la
forme d’une équation de Helmholtz en coordonnées polaires polaires. La partie radiale est
décrite par des fonctions de Bessel de premiére espece. La condition radiale de confinement
de la particule détermine les zéros k., des fonctions de Bessel de premiére espéce J,, (z) et
quantifie les nombres d’ondes k;,,,. On détermine alors la fonction d’onde 9 (p, ¢) ainsi que
les niveaux d’énergie F,,.

En guise de deuxieme exemple physique, on décrit les modes de vibrations d’une membrane
circulaire élastique de rayon p = r maintenue fixe sur son bord en sect. 10.9. Ces vibrations
sont des déformations verticales dont on étudie I’évolution temporelle. La déformation verti-
cale est décomposée en fonctions propres z,,,. La partie radiale est décrite par des fonctions
de Bessel de premiere espece et les parties angulaire et temporelle sont des ondes planes. La
condition de bord imposée pour maintenir la membrane fixe quantifie les longueurs d’ondes
kmmn. En régime stationnaire, les modes de vibrations sont décrits par les modes de vibrations
mn. Les animations pour les modes m = 0,1,2 et n = 1,2, 3 sont illustrés graphiquement.
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10.2 Equation de Helmholtz cartésienne

L’équation d’onde en trois dimensions sans terme d’entrainement est exprimée dans ’espace
réciproque de Fourier temporel comme une équation de Helmholtz homogene pour le champ
scalaire en coordonnées cartésiennes ¢ (z,y, z),

V¢ (2,y,2) + kK¢ (x,y,2) =0, (10.1)

ou le nombre d’onde k est liée a la pulsation w et a la vitesse de propagation de 'onde ¢,
par la relation de dispersion,

K=" (10.2)

Le laplacien s’écrit en coordonnées cartésiennes,

0? 0? 0?
V=V .-V=_—+_—+_—. 10.3
ox2  Oy? 022 (10.3)
Compte tenu du laplacien en coordonnées cartésiennes (10.3), 'équation de Helmholtz s’ex-
prime en coordonnées cartésiennes comime,

09 (v,y.2)  0°¢(v,y.2)  0°¢(,y.2)
ox? Oy? 022
Afin de résoudre cette équation aux dérivées partielles, on utilise la méthode de séparation
des variables,

+ k¢ (2,y,2) = 0. (10.4)

¢(x,y,2) = X (@)Y (y) Z (2) . (10.5)

Pour que la méthode de séparation des variables puisse étre appliquée, il faut que I’équation
différentielle soit linéaire et homogeéne et que les conditions initiales le soient également.
L’équation différentielle (10.5) satisfait clairement le cahier des charges. On choisit donc
des conditions initiales qui permettent I'usage de cette méthode. En substituant le champ
scalaire ¢ (x,y, z) dans I’équation différentielle aux dérivées partielles (10.4), elle devient,

d*X (x) d*Y (y)
da? dy?
d*Z (2)
dz?
L’équation différentielle (10.6) divisée par le champ scalaire ¢ (z,y,2) = X (2)Y (y) Z (2)

s’écrit,

Y (y) Z (x) + X (z) Z (x)

(10.6)

+ X (2)Y (y) + kX (2)Y (y) Z(2) =0.

1 d%’X (z) 1 d?Y (y) 1 d*Z(z)
X (x) dax? Y (y) dy? Z(z) dz?

+k*=0. (10.7)

Les fonctions X (z), Y (y) et Z (2) sont des fonctions de variables indépendantes qui satisfont
chacune une équation différentielle ordinaire séparée. La fonction X (z) = X, (z) dépend
d’une constante n,, la fonction Y (y) = Y3, (y) dépend d’une constante n,, et par conséquent
la fonction Z (2) = Zn, n,(2) dépend des constantes n, et n,,

1 d?X,, (z) N
z ] = 1 .
X (@) da? ny = cste, (10.8)
1 dQYny (y) 2
Yny (y) TyQ = — ny = CSte, (109)
d*Z, n
! ey (2) _ (k2 — n2 — n2) . (10.10)

Zngn, (2) dz?

ou les constantes n, € Z et n, € Z ont été choisies afin d’obtenir des solutions périodiques.
Les solutions des équations différentielles ordinaires (10.8), (10.9) et (10.10) sont,

Xn, () = X, (0) &7, (10.11)
Yo, (y) =Ya, (0) ™Y, (10.12)
Zyny(2) = Zupn, (0) e VE TR 2 (10.13)
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Les solutions de 1'équation différentielle de Helmholtz en coordonnées cartésiennes (10.4)
sont les fonctions propres,

¢nwny (.’17, Y, Z) = an (37) Yny (y) anny (Z) . (10-14)

En substituant les solutions des équations différentielles ordinaires (10.11), (10.12) et (10.13)
dans la séparation des variables des fonctions propres (10.14), celles-ci deviennent,

Grony (T,Y,2) = Gnun, (0,0,0) e iy gIVE mmz=mg 2 (10.15)
ou les fonctions propres & l'origine sont,

bnomy (0,0,0) = X,,. (0) Yo, (0) Zy,p, (0) € C. (10.16)

10.3 Laplacien en coordonnées polaires

Afin d’obtenir ’équation de Helmholtz en coordonnées polaires, on doit exprimer le la-
placien en coordonnées polaires. La différentielle du champ scalaire ¢ (p, ¢) en coordonnées
polaires s’écrit,

do (p, ) = 8(25(8? 2 dp + 3(;5;2 2 de. (10.17)
Compte tenu du changement de variables,
r=x&+yy=pcospd+psinpy, (10.18)
et du changement de base,
pP=cosp&+sinpy et @ =—sinp&+cospqy, (10.19)

le vecteur déplacement infinitésimal dr s’écrit en coordonnées polaires comme,
dr =dp(cosp & +sinpg)+ pdp(— sinp & +cospy) =dpp+pdpP. (10.20)

Compte tenu du changement de base (10.19), la différentielle du champ scalaire (10.17) peut
étre mise sous la forme,

15) 0
do (p, ) = ("w p+ % w sa) (dpp+pdp@) . (10.21)

Par définition, la différentielle du champ scalaire d¢ (p, ¢, z) est le produit scalaire du gra-
dient du champ scalaire ¢ (p, ¢, z) et du déplacement infinitésimal dr,

do (p,p) =V ¢ (p, ) -dr(p,p) . (10.22)

En identifiant les membres de droite des équations (10.21) et (10.22), compte tenu de
Iéquation (10.20), on en déduit que le gradient du champ scalaire s’écrit en coordonnées
polaires,

9% (p, ¥)

P @ (#) - (10.23)

Par conséquent, 'opérateur gradient s’écrit en coordonnées polaires comme,
V=p—+¢——. (10.24)

Les dérivées partielles des vecteurs unitaires du repere polaires s’écrivent,

op op op
= =0 =0 t = = t
op ap ¢ dp ¥ ¢

¢
Lo p. 10.2
90 p (10.25)
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Compte tenu des dérivées des vecteurs de base (10.25), le laplacien en coordonnées polaires,
obtenu en prenant le produit scalaire de 'opérateur gradient (10.24) avec lui-méme, s’écrit,

V2 = <ﬁ8+¢18> . <ﬁ8+¢18>
dp p Op dp p Op

02 1 02 op\1 9 op\ 1 0
=+ = = o — | — — o — | = — 10.26
802+,02 3¢2+<§0 3<P>p8p+<(p 3@) p? Op ( )
B 0? n 10 n 1 02
S Op*  pdp p? Op?’
Ainsi, le laplacien du champ scalaire en coordonnées polaires s’écrit,

9 P (pe) [ 100(p,p) 1 8¢(p, )

10.4 Equation de Helmholtz polaire

L’équation d’onde en deux dimensions sans terme d’entrainement est exprimée dans ’espace
réciproque de Fourier temporel en coordonnées polaires comme une équation de Helmholtz
homogene pour le champ scalaire ¢ (p, ¢),

V3¢ (p, ) + k*¢ (p,p) =0, (10.28)

ol le nombre d’onde k est liée a la pulsation w et a la vitesse de propagation de ’'onde ¢, par
la relation de dispersion (10.2). Compte tenu du laplacien en coordonnées polaires (10.27),
I’équation de Helmholtz s’exprime en coordonnées polaires comme,

6 (py)  106(py) 1 0%0(p.0)
dp? p Op p? Op?

Afin de résoudre cette équation aux dérivées partielles, on utilise la méthode de séparation

+ k20 (p,p) =0. (10.29)

des variables,
¢ (psp) = R(p)® (o) (10.30)

ol R(p) est une fonction radiale et ® () est une fonction azimutale. En substituant le
champ scalaire ¢ (p, ) dans I’équation différentielle (10.29), elle devient,

d’R(p)  ®(p) dR(p)  Rlp) &®(y)

P 2 ®(p)=0. 10.31
(o) St + TR TP D LR R() 9 (0) = 0 (10.31)
L’équation différentielle (10.31) divisée par le champ scalaire ¢ (p, ) = R (p) @ (¢) s’écrit,
2 2 2
p= d°R(p) =~ p dR(p) .o, 1 d®(p)
+k + — =0. 10.32
R(p) dp? R(p) dp P T de? (10.52)

Les fonctions R (p) et ®(¢) sont des fonctions de variables indépendantes qui satisfont
chacune une équation différentielle ordinaire séparée. La fonction radiale R (p) = R, (p) et
la fonction azimutale ® (¢) = @, (¢) dépendent d’une constante m,

1 PP, () 2
= —m*“ = cste, 10.33
T, (0 dg? (10:35)
p*  d*R. (p) p_ dRy (p)

+k2p? =m?, 10.34
Ry (p)  dp? Ry (p)  dp (10:34)

ou la constante m € Z a été choisie afin que la partie angulaire ait une périodicité de 27. La
solution de ’équation différentielle ordinaire (10.33) est,

D,y () = By (0) ™% (10.35)

L’équation différentielle pour la partie radiale (10.34) multipliée par la fonction radiale
R, (p) s’écrit,

d’R,, dR,,
p dp2(p) +p dp(p) + (k*p* = m®) Ry (p) = 0. (10.36)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_de_Laplace

10.5. EQUATION DE BESSEL 117

Les solutions de I’équation différentielle de Helmholtz en coordonnées polaires (10.29) sont
les fonctions propres,

Gm (P, 0) = Ry (p) P () (10.37)

10.5 Equation de Bessel

Afin de montrer que I’équation différentielle radiale (10.36) est une équation de Bessel, on
définit la variable sans dimension,

x=kp, (10.38)
et on introduit la fonction radiale,
K (2) = K (kp) = R (p) (10.39)
qui satisfait ’équation différentielle radiale,

&’K,, (k dK,, (k
E 2( p) +p (kp)
dp dp

+ (kK*p* = m®) Ky, (kp) = 0. (10.40)

Compte tenu des définitions (10.38) et (10.39), et & 'aide des opérateurs différentiels,

d dr d d d? d d , d?
S22 kD ainsi o=k (k) = K2 10.41
dp dp dx dx st dp? dx < da:) dz?’ ( )
Péquation différentielle radiale (10.40) devient I’équation de Bessel,
? K (z) + 2 K], (z) + (2* — m?) K, (z) = 0. (10.42)

Compte tenu de lidentité (10.39) et de la fonction angulaire (10.35), les fonctions
propre (10.37) peuvent étre écrites comme combinaison linéaire des fonctions de Bessel de
premiére espece Jp, (kp) et de deuxiéme espece Yy, (kp),

O (0:9) = Kom (69) @ () = (T (k) + by Yo () ) €79 (10.43)

ot les coefficients complexes a,, et b, sont proportionnels & ®,, (0).

10.6 Fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel de premiere espece J, (kp) sont continues en = 0 (Fig 10.1) et
les fonctions de Bessel de deuxieme espece Yy, (kp) sont discontinues en z = 0 (Fig 10.2).
Comme la plupart des problemes physiques qui ont une symétrie polaire sont continus a
Porigine les fonctions de Bessel de premiere espéce J,, (kp) sont en général plus utiles que
les fonctions de Bessel de deuxieéme espeéce Y, (kp), aussi appelées fonctions de Neumann.
En écrivant 'équation différentielle de Bessel (10.42) comme,

po () Kl (z) + p1 () K, () + (po () — Am) K () =0, (10.44)
on en déduit que,
pa(x) =22 et pr(x)=2 et po(x)=2% et A\, =m>. (10.45)

Ainsi la fonction poids s’écrit,

R T R

w () =

et la forme de Sturm-Liouville de I’équation de Bessel est,

d

%(w (2) p2 () K, (x)) + (po () — Am) w (2) Ko (z) = 0. (10.47)

Friedrich Wilhelm
Bessel

Carl Neumann
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118 CHAPITRE 10. FONCTIONS DE BESSEL

0.5

-0.5 F

FIGURE 10.1 Fonctions de Bessel de premieére espece Jp, (x) continue en z = 0 dont la
parité et celle de coefficient n.

FIGURE 10.2 Fonctions de Bessel de deuxi¢me espece Y, (x) discontinue en z = 0.

Compte tenu des polynomes (10.45), de la fonction poids (10.46) et des fonctions
propres (10.43), les fonctions de Bessel de premiere espece J,, () et de deuxiéme espece
Y., (z) satisfont les équations de Sturm-Liouville,

4 (g @) + (a? - ”f) T () = 0, (10.48)
% (xyng (x)) n (a: - Trj) Y, (z) =0. (10.49)

10.7 Solutions de 1’équation de Helmholtz polaire

L’équation différentielle de Helmholtz avec une symétrie polaire n’a pas de discontinuité
physique en & = 0. Par conséquent, les coefficients b, multipliant les fonctions de Bes-
sel de deuxieme espece sont tous nuls, c’est-a-dire que b,, = 0 pour tout m € Z. Par
conséquent, compte tenu de la décomposition des fonctions propres (10.43), les fonctions
propres ¢ (p,©) = ¢m (p, p) ont la forme suivante,

Sm (P, ) = am I (kp) e (10.50)

Etant donné que les fonctions propres ¢, (p,¢) sont des fonctions & valeurs réelles, elles
peuvent étre décomposées en coefficients de Fourier réels comme suit,

Om (pyp) = (Am cos (my) + By, sin (m<p)) Im (kp) . (10.51)
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10.8 Particule libre confinée sur un disque

Une particule de masse m est confinée sur un disque de rayon r et d’épaisseur négligeable.
La dynamique quantique de la particule libre est décrite par 'opérateur hamiltonien,
. p? 1 h?

H=2 - _— (—; (=1 = — V2, 10.52
Do (b V) (b V)=~V (10.52)

Dans un état stationnaire, la fonction d’onde v (x,y) qui décrit 1'état quantique de la parti-
cule satisfait ’équation de Schrodinger stationnaire, qui est une équation aux valeurs propres
pour 'opérateur hamiltonien H,

Hy(z,y) = Ev (z,y) . (10.53)

La fonction d’onde ¢ (z,y) est continue au centre du disque en x = y = 0. Compte tenu
du laplacien en coordonnées cartésiennes (10.3), ’équation de Schrodinger stationnaire en
coordonnées cartésiennes s’écrit,

h2
~2m

0? 0?
(5 + 5 ) @) = Ew (o) (10.54)

L’équation de Helmholtz correspondante est,

V23 (2,y) + k) (z,y) =0, (10.55)
ou le nombre d’onde est défini comme,
2mE
K = e (10.56)

Compte tenu de lidentification 1 (p,) = 9 (x,y) et du laplacien en coordonnées po-
laires (10.27), Péquation de Helmholtz en coordonnées polaires s’écrit,

v (pp) (1) 1 P (py)
dp? p  Op P 0p?

Les solutions de ’équation de Helmholtz pour la fonction d’onde, sont les fonctions propres
¥ (p, ) = ¥m (p, @) continues a l'origine en p = 0, ¢’est-a-dire que b, = 0 pour tout m,

+ k2 (p,p) =0. (10.57)

Vm (/), (p) = JIm (/fp) e'me, (10.58)
La condition de confinement de la particule sur le disque de rayon r s’écrit,
Ym (o) =0 st p=>r. (10.59)

Par conséquent, en évaluant la fonction d’onde sur le bord du disque, elle s’annule,
wm (Ta QD) =amJIm (k"") eme = 0. (1060)

On en déduit que les zéros de la fonction de Bessel de premiere espece z,,, satisfont la
condition (Fig. 10.3),

Im (@mn) = I (kmn 1) =0 ou n € N*, (10.61)
ce qui quantifie les nombres d’ondes k = ky,n,

Tmn
. (10.62)

Ainsi, compte tenu des nombres d’onde (10.62), les fonctions propres associées a la fonctions
d’onde (10.58) de la particule libre ¥, (p, ©) = Ymn (p, ) dépendent des indices m € Z et
n € N*¥,

Ymn (07 90) = A I (kmn p) e (1063)

Compte tenu de la définition du nombre d’onde (10.56) de la particule libre et de sa quan-
tification, les niveaux d’énergie correspondants de la particule libre sont,
h%k2 n%x2,

By = o — . 10.64
2m 2mr? (10.64)
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Im ()

Jm (-Tmn) =0

SN

Tm1 Tm2 Tm3 Tma

FIGURE 10.3 Zéros xmn de la fonction de Bessel de premiére espece Jn, (z).

10.9 Membrane circulaire vibrante

Afin de modéliser I’évolution temporelle des vibrations d’'une membrane circulaire de rayon
p = r et d’épaisseur négligeable fixée au bord, on se base sur 1’équation d’onde pour la
coordonnée verticale z (p, ¢, t),

1 z(p,pit)

V22 (p,p,t) — 2 e =0. (10.65)

Compte tenu du laplacien en coordonnées polaires (10.27), ’équation d’onde en coordonnées
polaires (10.65) s’écrit,

z(p,p,t) 1 0z(pp,t) | 1 Pz(p,p,t) 1 0*z(p, 1)
1 ks _ 2 —0. 10.
e BT o 0 (10.66)

Afin de résoudre cette équation aux dérivées partielles, on utilise la méthode de séparation

des variables,
(0, t) = R() @ () T (1) (10.67)

En substituant la coordonnée verticale z (p, ¢, t) dans I'équation différentielle (10.66), elle
devient,

1 d°R(p) 1 1 dR(p) 1 1 d*®(p) 1 1 d*T(t)

R(p) dp>  pR(p) dp  pP22(p) dp> S T(t) dr

Les fonctions R (p), ® (¢) et T (t) sont des fonctions de variables indépendantes qui satisfont

=0. (10.68)

chacune une équation différentielle ordinaire séparée. La fonction radiale R (p) = R, (p) et
la fonction azimutale ® (¢) = @, (¢) dépendent d’une constante m,

1 d*T(t)

2.2
— 10.
O Ak2, (10.69)
1 PP, (¢) 2
= —m* = cste, 10.70
(0 A (10.70)
1 dR,(p) 1 1 dR,(p) m? 9
+ - =— — k~. 10.71
R (p)  dp? p Rm(p) dp p? ( )

Les équations différentielles ordinaires (10.70), (10.69) et (10.71) peuvent étre remises en
forme comme,

PR (p) | dRw (p)
2 m m 2 2 2
k2p? — R (p) =0, 10.72
g TP + (k?p* — m?) Ry (p) (10.72)
dQ(I)m (()0) 2
——— 4+ m* P, (p) =0, 10.73)
dp? (
dPT() | 2,0
72 +ci kT (t)=0. (10.74)
Ainsi, les modes de déformation verticale z(p,p,t) = 2z, (p,p,t) qui dépendent de m

s’écrivent,

Zm (PP, t) = R (p) @ (0) T (t) (10.75)
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La condition au bord pour le mode de déformation vertical de la membrane de rayon p = r
s’écrit,

Zm (ry,t) = 0. (10.76)

Par analogie avec la particule libre confinée sur un disque (10.63), la condition au
bord (10.76) contraint la partie radiale des fonctions propres qui s’écrit en termes des fonc-
tions de Bessel de premiere espece. Ainsi, les modes de déformation verticale qui dépendent
de m et de n s’écrivent,

Zmn (pa ®, t) = am JIm (kmn P) eme s (1077)

ou les nombres d’ondes k = k,,,,, sont quantifiés par les zéros x,,, de la fonction de Bessel
de premiere espece (10.62). A laide de la relation de dispersion quantifiée,

Wmn = Cs kmn y (1078)

Iévolution temporelle T (), qui est solution de l'équation différentielle ordinaire (10.74),
s’écrit,

T(t)=b"e 'wmnt 4 ptelemnt, (10.79)

Compte tenu des fonctions propres (10.77) et (10.79), les modes complexes de déformation
verticale s’écrivent,

Zmn (P, 05 1) = 07 @ S (Kmn p) e Hme=wmn t)

10.
+ b+ P . (kmn P) ei(mgp—i—wmn t) . ( 0 80)
Par conséquent, les modes réels de déformation verticale ont la forme suivante,
2 (91 0,) = ( Ay €05 (mip = woun ) + By sin (mip — 1)
(10.81)

+ A cos (me + Wi t) + B;E sin (mp + winn, t)) o (K p) -

En régime stationnaire, les amplitudes des ondes progressive et rétrograde sont égales,

1 1 1 1

= — T = = + = — T = = +

m = 5 A 5 Al et B, 5 B, 5 B . (10.82)
A Taide des formules de trigonométrie pour les angles a = mp et b = wy, t,

cos (a +b) + cos (a — b) = 2cos (a) cos (b) ,

. : . (10.83)
sin (@ 4+ b) + sin (a — b) = 2sin (a) cos (b) ,

et des amplitudes égales (10.82), les modes de déformation verticale (10.81) deviennent,
Zmm (P, @, 1) = (Am cos (my) + By, sin (map)) Im (Kmn p) €08 (Wmn t) (10.84)
Premierement, les déformations verticales décrites par les modes m = 0, d’axe de symétrie

verticale, ont des zéros pour n valeurs de la coordonnée radiale p (Fig. 10.4). Ces zéros se
trouvent sur des cercles concentriques dont le rayon évolue périodiquement.

FIGURE 10.4 Animation des modes de déformation verticale m = 0 et n = 1,2,3 : 291,
20,2, 20,3 symétriques autour de l'axe Oz.
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Deuxiémement, les déformations verticales décrites par les modes m = 1, sont symétriques
selon Paxe des abscisses et antisymétriques selon 1’axe des ordonnées (Fig. 10.5). L’origine

reste fixe.

FIGURE 10.5 Animation des modes de déformation verticale m = 1etn =1,2,3 : 211,
21,2, 21,3 Symétriques par rapport a ’axe Oz et antisymétriques par rapport a l’axe Oy.

Troisiemement, les déformations verticales décrites par les modes m = 1, sont symétriques

selon P'axe des abscisses et antisymétriques selon 1’axe des ordonnées (Fig. 10.6). L’origine

reste également fixe.

FIGURE 10.6 Animation des modes de déformation verticale m =2 et n = 1,2,3 : 221,
22,2, 22,3 symétriques par rapport aux axe Oz et Oy.




11

Moment cinétique quantique

11.1 Introduction

L’atome d’hydrogene est 'un des trois problemes qui peut étre entierement résolu en
physique quantique sans faire d’approximation. Les deux autres sont I’oscillateur harmonique
et le rotateur rigide. Un atome d’hydrogene est une probleme a deux corps ou la masse du
proton my, est environ 1836 supérieure a la masse de I’électron m.. On peut donc considérer
le proton comme fixe et décrire le mouvement de 1’électron interagissant avec le proton a
travers un potentiel coulombien comme expliqué en sect. 11.4. Afin de décrire la dynamique
de I’électron attiré par le proton, on fait une description en coordonnées sphériques afin
de tirer profit de la symétrie du probleme. On doit en particulier faire usage de I'opérateur
laplacien V2 en coordonnées sphériques qui est établi en sect. 11.2. La dynamique en rotation
de I’électron est caractérisée par 'opérateur moment cinétique au carré L% et la composante
verticale de 'opérateur moment cinétique L. établis en sect. 11.3.

Les solutions stationnaires de la dynamique quantique de 1’électron, c’est-a-dire les solu-
tions indépendantes du temps de la fonction d’onde ¥ (p, 8, ¢), sont décrites par 1’équation
de Schrédinger stationnaire qui est une équation aux valeurs propres pour l'opérateur ha-
miltonien H. La fonctions d’onde est une somme des fonctions propres Ynem (p, 0, ) qui
dépendent du nombre principal n du nombre azimutal ¢ et du nombre magnétique orbital
m. A laide de la séparation des variables, les fonctions propres sont exprimées comme le pro-
duit d’une fonction radiale R, (r) et d’une fonction angulaire Y, (0, ¢) appelée harmonique
sphérique.

Les harmoniques sphériques Y,™ (0, ¢) sont des fonctions propres des opérateurs moment
cinétique au carré L? et moment cinétique vertical L. de valeurs propres A2l (¢ + 1) et hm
respectivement, comme montré en sect. 11.6, grace aux opérateurs d’échelle [A/+ et L_ pour
le moment cinétique établis en sect. 11.5. Les harmoniques sphériques Y, (6, ¢) peuvent
étre écrites comme le produit d’une fonction nodale ©;" (6, ¢) et d’une fonction azimutale
@, (¢). La fonction nodale ©" (6, ¢) est solution d’une équation de Legendre généralisée
et la fonction azimutale ®;” (¢) un phaseur comme établi en sect. 11.7. Les harmoniques
sphériques Y, (0, ¢) sont entierement déterminées en sect. 11.8 par le calcul des constantes
de normalisation.

L’équation de Schrodinger stationnaire donne I’équation différentielle pour la fonction ra-
diale R, (). A laide de deux changement de variable successifs décrit en sect. 11.9 et 11.10,

on montre que la fonction radiale R, (r) est proportionnelle & un polynéme de Laguerre

2041 2r

généralisé L, ™, (Tao> ou ag est le rayon de Bohr.

11.2 Laplacien en coordonnées sphériques

Afin de décrire la dynamique quantique de l’atome d’hydrogene, qui a une symétrie
sphérique, on doit au préalable établir le laplacien en coordonnées sphériques. La
différentielle du champ scalaire ¢ (r, 6, ¢) en coordonnées sphériques s’écrit,

09 (1,0, ) dr 4 ¢ (r,0, ) 40+ 09 (1,0, ) dy

(11.1)
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Compte tenu du changement de variables,

T

“ A ;
dr—/‘ @

rdf V4

0 7/ e

o
Oty

A

o dpTlIy

x

rsinfde

FIGURE 11.1 Le vecteur déplacement infinitésimal s’écrit en coordonnées sphériques dr = dr 7 +
rdf 0+ rsinfdp p.

r=x&+yyg+zZ=rsinfcosp&+rsinfsinpyg+ rcosf 2, (11.2)
et du changement de base,

7 =sinf cosp & +sinf sinp Y + cosh 2,

0 = cosf cos @ + cosf sinpg — sinf 2, (11.3)
@=—sinp&+cospy,

le vecteur déplacement infinitésimal dr s’écrit en coordonnées sphériques comme,

dr =dr (sinf cosp& +sinf sinp g + cosb 2)
+7df (cosf cosp & + cosf sinp gy — sinf 2) 14
+rsinfdy (— sinp & + cos v G) (114)

=drf+rd)+rsinfdpp.

Compte tenu du changement de base (11.3), la différentielle du champ scalaire (11.1) peut
étre mise sous la forme,

_ a¢ (7”,9,90) - 1 a¢ (7”,9,90) 2) 1 a¢ (7”,9,80) ~
de (r,6,¢) = < or T r 06 ‘) rsinf Oy v (11.5)
. (drﬁ—i—rd@é—l—rsin@dg@g&) .

Par définition, la différentielle df (r, 6, ¢) est le produit scalaire du gradient de f (1,6, ¢) et
du déplacement infinitésimal dr (r, 0, ¢),

d¢ (Ta 9, QO) = VQS (7’, 07 90) ~dr. (116)

En identifiant les membres de droite des équations (11.5) et (11.6), compte tenu de
léquation (11.4), on en déduit que le gradient du champ scalaire s’écrit en coordonnées
sphériques,

oo (1,0, 1 9¢(r,0, A 1 0¢(r,0, .

0(r0.0) o 100(0.0) 5, 9 ( sO)QP. (11.7)

0 o) - 20(0.0)
Vo(r0, ) or L - o0 rsin @ Op

Par conséquent, 'opérateur gradient s’écrit en coordonnées sphériques comme,

.0 A1 0 .1 0
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Les dérivées partielles des vecteurs unitaires du repere sphérique (11.3) s’écrivent,

or 06 op

5—0 et E—O et E—O,

or 4 00 ) op

%—0 et %——7’ et %—0, (119)
al:sin@gb et @:cosé)cﬁ et ai:—sin(‘)f—coseé,

dp dp dp

Compte tenu des dérivées des vecteurs de base (11.9), le laplacien en composantes sphériques,
obtenu en prenant le produit scalaire de 'opérateur gradient (11.8) avec lui-méme, s’écrit,

sz g+éla+" 1 i . rfag+élg+“ 1 2
“\"or "7 90 T P rsing 0y ar U r a0 " P rsing g
P L 0 (g ory10 (5 00\ 10
or2 12 002 r2sin? 6 Op? 00 ) r or 06 | r2 00

+ A @ Lg+ A 876 #2

® Op ) rsinf Or ® Op | r2sinf 96

(o) L2
» ¢ ) r2sin®6 dp

872+22+i872+(;0802+ 1 872 (1110)
or2  ror  r2002 rsinf 00  r2sin%6 0p? '
Finalement, le laplacien (11.10) peut étre mis sous la forme suivante,
1 0 0 1 0 0 1 0?
2 2

== —(r*=)+—-—— = (sin6 B —— 11.11
v r2 Or (r 87’) + r2siné 06 (sm 89) * r2sin? @ Op? ( )

11.3 Opérateur moment cinétique

L’opérateur vectoriel moment cinétique est défini comme,

L=#xp=—ihrxV. (11.12)

Compte tenu du gradient en coordonnées sphériques (11.8), lopérateur vectoriel moment
cinétique s’écrit,
19 . 1 0 )

~ . R ,,a ~
L——Zﬁ(TT‘)X <T8r+0r89+907’sin€8<p

9 s~ 1 0
Zﬁ( 0 asinﬁ&p)'

Compte tenu des dérivées des vecteurs de base (11.9), le carré de l'opérateur moment
cinétique (11.13) s’écrit,

) o .1 9 o L1 0
2 _ g2 A~ - ¥ B PR - ¥
Lr==h (“’ae O o &p> (‘Pae O o a<p>

S N
002 sin? 0 9p?

op\ 0 R? 00\ o

J— 2 2 3 PR— —

n <“° ae) 96 " 5o <“" ae) g (11.14)
W (s 0\ 0 h2 20\ o

+—— (6 — 65 ) 5
sin 0 dp 20 sin?6 dp | O

9 872_'_ 1 872_1_0059 0
0602 sin?0 0p?  sinf 00

(11.13)

s
|
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Le carré de l'opérateur moment cinétique (11.14) peut étre mis sous la forme suivante,

VR A
L*=—-h <sin030 sm@ae +sin293<p2 . (11.15)

La composante verticale de 'opérateur vectoriel moment cinétique (11.13) s’écrit,

s o (0 1 90\ . 0
Lzz~Lzh<z'cp80onSinea(p>zh&p. (11.16)

Le laplacien en coordonnées sphériques (11.11) est exprimé en termes du carré de 'opérateur
moment cinétique (11.15) comme,

s 10 (40 1 .,
Vv _’]"725 T 5 _hz’r‘zL . (1117)

Le carré de 'opérateur moment cinétique s’écrit,

P=p-Pp=(—ihV)-(—ihV)=—hV>. (11.18)

A Daide de l'opérateur (11.18) et de l'opérateur quantité de mouvement radiale au carré,

h? 0 0
-2 2
== (), 11.19
Pr r2 or (T 87‘) ( )
le laplacien (11.20) peut étre mis en forme comme,
1 1 12
2 _ A2 A2
vo-Ls __hz<pr+r2>, (11.20)
ce qui implique que,
72
A2 a2
p° =pr+ POl (11.21)

Etant donné que opérateur quantité de mouvement radiale au carré (11.19) ne dépend pas
des angles 0 et ¢ et que les opérateurs L? et L, ne dépendent pas de 7, ils commutent,

7, L) =0 et [} L.]=0. (11.22)

11.4 Atome d’hydrogene

Un atome d’hydrogene est constitué d’un noyau qui est un proton de masse m, = 1.67 -
10~ 2*kg et de charge électrique positive —e = 1.60 - 107 C et d’un électron de masse
me = 9.11- 107 3! kg et de charge électrique négative e = — 1.60 - 10~ '° C. La masse réduite
w de ce systeme a deux corps s’écrit,

1 1\ ! My Mee
w=—+— = —r " ~m,, (11.23)

My — Me My + Me

compte tenu du rapport des masses m,/me =~ 1836. Par conséquent, dans I'étude de ce

systeme, on peut considérer que le proton est fixe et décrire uniquement le mouvement

de I’électron soumis a l'interaction électrostatique du proton. L’opérateur hamiltonien H

décrivant la dynamique de 1’électron est la somme d’une contribution cinétique et d’une
contribution potentielle,

-7

2me

+V(#), (11.24)

ou l'opérateur énergie potentielle électrostatique est le potentiel coulombien attractif,

. 1 €2,
V(r)=— Ireo . 1, (11.25)
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et 1 est I'opérateur identité. Compte tenu de opérateur hamiltonien (11.24) de l'opérateur
énergie potentielle électrostatique (11.25) et du carré de l'opérateur quantité de mouve-
ment (11.18), la dynamique de ’électron en régime stationnaire, décrite par I’équation de
Schrodinger stationnaire,

Hy (r,0,9) = E¢ (r,0,¢) , (11.26)
s’écrit explicitement,
o, 1 e€?
- — =F . 11.2
(5 7+ e & ) 0 (n00) = BV (019 (1127

A Taide de la relation opératorielle (11.17), I’équation de Schrodinger stationnaire (11.27)
devient,

R 9 (5,0 1
" o2 or (7“ ) b (r,0,0)+ 53

¢(Ta97<P) ZEQ/J(Ta@,SD) :
(11.28)

Afin de résoudre 1’équation de Schrodinger stationnaire (11.28), on utilise la méthode de
séparation des variables,

L2 (r,0,¢) —

or dmegr

Y (r,0,p)=R(r)Y (0,¢) , (11.29)

o R(r) est la fonction radiale et Y (6,¢) est la fonction angulaire appelée harmo-
nique sphérique. En substituant la séparation des variables (11.29) dans 1'équation
différentielle (11.29) et en la divisant par rapport a v (r,0,¢) /2m.r? a 'aide du lapla-
cien (11.20) , elle devient,

2
LY 6.9 o (P RO+ s ROVEY (61

- 2
2m2e7“ or 0 2m. (11.30)
e
- o ROY (0.9) = ER()Y (0.)

11.5 Opérateurs d’échelle

Ain de pouvoir résoudre ’équation de Schrodinger stationnaire (11.30), on doit déterminer
I’équation aux valeurs propres pour les opérateurs moment cinétique au carré L? et moment
cinétique vertical L.. Pour ce faire, il est nécessaire de définir des opérateurs d’échelle pour
le moment cinétique. Les composantes cartésiennes de Popérateur moment cinétique (11.12)

s’écrivent,

~
8

Il
[R5
&~

:f'yﬁz_ fzpyv
Ly=9 L=r.p,— isp:, (11.31)
L,=%-L="v,py— 7ypo.

Compte tenu des relations de commutation canoniques,
[Fi, 0] =ihd; 1 ou  #y,p; = pjii +ihd 1, (11.32)

on déduit le commutateur entre les composantes de I'opérateur moment cinétique L, et ﬁy,
[Exv f’y] = [(fy Pz — T2 ﬁy) y (P2 Pe — T2 P2)]

L o o o (11.33)
= [rypzzrz px] - [rypzarwpz] - [Tz Dy,Tz pz] + [rz Dy>Tx pz] .

Erwin Schrodinger

Werner Heisenberg
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Compte tenu des relations de commutation canoniques (11.32),

[TAyﬁzaTAzﬁx} = fypz’ﬁzﬁz - f’zﬁrfyﬁz = 'fyﬁz f’zﬁm - fy’ﬁzﬁzﬁza
:721/ [ﬁ27fz]p\w:_1h/’ﬁyﬁm7
['Fyﬁza'ﬁxﬁz} = fyﬁz"ﬁmﬁz - f'rﬁzfyﬁz :ﬁzf'yfxﬁz - ﬁzfmfyﬁzv

:ﬁz [fyafz]ﬁz = 07

o R o o o (11.34)
[sz aszx] =T2PyTzPx — T2PaTz2Py =T2PyPxTz — T2PePy Tz,
Yy Yy Y Y Y
= TAz [ﬁyaﬁx] "A’z = 07
[fzﬁyyfmﬁz] :72 ﬁy'ﬁwﬁz - 'Fa:ﬁzfzﬁy :’f‘w'ﬁzﬁzﬁy - ’Fzﬁzﬁzﬁya
=Ty [rzapz]py:ihfmﬁya
le commutateur (11.33) se réduit a
(Lo, Ly) =i b (Fe Py — 7y Pe) =ihL.. (11.35)

Comme les composantes cartésiennes de l'opérateur moment cinétique (11.31) sont liées
par une permutation cyclique des coordonnées cartésiennes r — y — z — x, la permuta-
tion cyclique des indices dans la relation de commutation (11.35) donne trois relations de

commutation,
o iy —ihl.  ou  Bwly—fyletihis,
[Ly,L.)=ihLl, ou L,L,=1L,L,+ihL,, (11.36)
G is]=ihb, on  B.iw=f.i.+iki,.
L’opérateur moment cinétique au carré s’écrit en composantes cartésiennes,
=L - L=L2+L2+12. (11.37)

Compte tenu des relations de commutation (11.36), on déduit le commutateur entre les
opérateurs L2 et L,

(11.38)

La permutation cyclique des indices ¢ — y — z — z dans la relation de commutation (11.38)
donne trois relations de commutation,

(L%, L,)=0 et [L*LJ)=0 et [L*L.]=0. (11.39)

et L.o=L,—iL,. (11.40)

~

h
8
+

~
<

Compte tenu des relations de commutation (11.36) et des opérateurs d’échelle (11.40), on
obtient les relations de commutation suivantes,

[-Z/za i/+] = [-Z/zw IA/I] . [-Z’zw i’y] =1

. T T (11.41)
Lo L ) =1L, Ly — i[L., L, =i

Au vu des opérateurs d’échelle (11.40) et des relations de commutation (11.39), on déduit
les relations de commutation suivantes,

[L2,Ly]=0 et [L? L ]=0. (11.42)



11.6. NOMBRES QUANTIQUES ASSOCIES A LA ROTATION 129
11.6 Nombres quantiques associés a la rotation

Les fonctions propres associées & la rotation sont les harmoniques sphériques Y (6, ¢)
L’équation aux valeurs propres de la composante verticale de l'opérateur moment
cinétique (11.16) s’écrit,

LY (0.0) = —ih ¥ (0.9) = L.Y (0,9) (11.43)
'

ou L, est la fonction propre 'opérateur moment cinétique vertical L. Les solutions de cette
équation aux valeurs propres sont les harmoniques sphériques,

Y (0,0) =Y (0,0)enL=%. (11.44)

Etant donné que Pangle azimutal ¢ € [0, 27), ’harmonique sphérique (11.44) est équivalente
a I’harmonique sphérique,

Y (0,0) =Y (6,0) e L=(et2m) (11.45)
L’identification des solutions (11.44) et (11.45) impose la condition,
e =1, (11.46)
qui est satisfaite si la composante verticale du moment cinétique est quantifiée,
L,=hm, (11.47)

ol m € Z est le nombre quantique magnétique qui caractérise ’orientation de la rotation.
Cette condition de quantification a été introduite comme axiome par Niels Bohr dans son
modele semi-classique de I’atome d’hydrogene. De maniere similaire, I’équation aux valeurs
propres pour l'opérateur moment cinétique au carré est de la forme,

L2Y (6,0) = 2N ()Y (6, ) , (11.48)

ou la valeur propre A (¢) est une fonction sans dimension du nombre quantique azimutal .
Par conséquent, les harmoniques sphériques Y (0,¢) = Y, (0, ¢) dépendent des nombres
quantiques azimutal ¢ et magnétique m. Ainsi, '’équation aux valeurs propres (11.43) devient,

LY, (0.0) = hm Y™ (0,0) . (11.49)

A Taide des relations de commutations (11.41) et de I’équation aux valeurs propres (11.49),
on obtient le résultat suivant,

LoLyyy (0.9) = (Ly Lot L ) Y™ (0,0) = h(m+1) (L4 Y™ (6,)) . (11.50)
L’équation aux valeurs propres valeurs propres (11.49) pour m + 1 s’écrit,
LY, (0,0) = h(m+ 1) Y, (0,¢) . (11.51)

On en conclut donc que 'opérateur d’échelle f/+ permet de passer de I’harmonique sphérique
Y,™ (6, ¢) & I'harmonique sphérique Y,”" ™ (6, ¢),

LyY,™(0,0) =Cry, ™10, ) , (11.52)

ot C;"! est une constante de normalisation. A I’aide des relations de commutations (11.41)
et de l’équation aux valeurs propres (11.49), on obtient le résultat suivant,

Lol (0,0) = (L Lo = nL- ) V" (0,0) = h(m = 1) (Ly Vi (0,9)) . (1153)
L’équation aux valeurs propres valeurs propres (11.49) pour m — 1 s’écrit,
LY, (0,9) =h(m— 1Y, (0,9) . (11.54)

On en conclut donc que l'opérateur d’échelle L_ permet de passer de I’harmonique sphérique
Y, (0, ¢) a 'harmonique sphérique Y,™~ L0, ),

LoY,™(0,9) =C Y"1 (0,0) (11.55)
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ou C,"™ ! est une constante de normalisation. L’isotropie de espace R? requiert qu'il n’y ait
pas de corrélation entre les composantes cartésiennes de I'opérateur moment cinétique. Par
conséquent, la valeur moyenne de la somme des carrés est la somme des carrés des valeurs

moyennes (11.37),
(VL2 ) = (| L+ Ly + L2 ]Yy") = (1156)
= (YL 1Y) + (Y | Ly | Y™ + (Y™ | L2 Y™

Etant donné que les composantes cartésienne de I'opérateur moment cinétique L., Ly et L,
sont hermitiennes, c¢’est-a-dire L, = Ll, L, = LL et L, = LL les valeurs moyennes du carré
de ces opérateurs sont définies positives,

(Y[ L21Y,™) = (Y™ | L Lo | V™) = [ La | Y™ ) 1P 2 0
(Y L2V = (Y | B Ly | V™) = [y |Y™) 2 > 0, (11.57)
(Y L21Y,™) = (Y [ LL L | Y™ ) = || L | Y™ 1P 2 0,
ce qui donne 'inégalité entre les valeurs moyenne des opérateurs L% et ﬁg,
(Y [ L2Y,™) > (Y [ L2 > 0. (11.58)
Compte tenu du fait que les harmoniques sphériques sont orthonormées,
(Y [ Y™) = 00t S » (11.59)
la valeur moyenne de la composante verticale de ’opérateur moment cinétique (11.49) s’écrit,
(Y[ L2 1Y) = Pm? (Y™ | Y™ ) = hPm?, (11.60)
et la valeur moyenne du carré de Popérateur moment cinétique (11.48) s’écrit,
(Y 21, ) = R0 (Y™ Y™ ) = WA (L) . (11.61)
Compte tenu des valeurs moyennes (11.60) et (11.61), 'inégalité (11.58) devient,
A =m?>0. (11.62)

On définit le nombre quantique azimutal ¢ € N comme la valeur maximale du nombre
quantique magnétique orbital m. Par conséquent, I'inégalité (11.62) devient,

—0<m <L (11.63)

En vertu de I'inégalité (11.63), le nombre quantique magnétique m ne peut pas étre supérieur
au nombre quantique azimutal ¢. Par conséquent, pour m = ¢, la relation (11.52) devient,

LY,/ (0,0)=0. (11.64)

Compte tenu des opérateurs d’échelle (11.40) et de la relation de commutation (11.35), on

obtient 1'identité opératorielle,
ol 2 _ ol s 2 T .7 _ T2 "2 . 2 T _ ol 2
L L= (Lm AzLy> (LIAJF zLy? Lm + Ly:i- i(Loly— LyLy) 1165)
=L2+ L) +ilLly Ly)=L2+ L — hL..

A Taide de identité opératorielle (11.65), 'opérateur moment cinétique au carré (11.37)
peut étre entierement exprimé en termes des opérateurs L,, Ly et L_ comme,

[*=12+12+L2=L_Ly+hL.+12. (11.66)

Compte tenu de la condition (11.64), I’équation aux valeurs propres pour le carré de
I’opérateur moment cinétique s’écrit,

B2y 0,0) = (E24+ 0L+ Lo L) Vi (0,9) = Lo (L. +01) V' 0.0) . (1167)
Au vu de I’équation aux valeurs propres (11.49), évaluée en m = ¢,

LY, (0,9) = htY, (8,9) , (11.68)
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I’équation aux valeurs propres du carré de 'opérateur moment cinétique (11.67) devient,
L2Y(0,90) = PL(L+1)Y, (0, ¢) - (11.69)

Compte tenu des relations de commutation (11.42), en appliquant 'opérateur d’échelle L_
sur I’équation aux valeurs propres (11.68), elle devient,

LY, (0.9) =L*L_Y," (0,0) =R ({+ 1) L_Y," (8, ¢) . (11.70)

Au vu de lopérateur d’échelle (11.55), ’équation aux valeurs propres divisée par la constante
de normalisation C,;™~ 1= Cf* L géerit,

LY, 1 0,0) =R+ 1) Y, 71 (0, ¢) . (11.71)

En comparant les équations aux valeurs propres (11.69) et (11.71), la valeur propre de

I'opérateur moment cinétique au carré L? quelle que soit la valeur de nombre quantique
magnétique m. Ainsi, ces équations aux valeurs propres sont remises en forme comme,

L2Y,™ (0,0) = BL(L+1) Y™ (0,9) . (11.72)

Par comparaison entres les équations aux valeurs propres (11.48) et (11.72), on en conclut
que la valeur propre est,

A =L(E+1) . (11.73)

11.7 Equation de Legendre généralisée

Compte tenu de Popérateur moment cinétique au carré (11.15), équation aux valeurs
propres (11.72) divisée par h* devient,

1 9 (. 9 19\ o B "

A T’aide de la séparation des harmoniques sphériques en fonctions nodale et azimutale,
Y™ (0,9) = 07" (0) 27" () (11.75)
équation aux valeurs propres (11.76) divisée par ©;" (8) ®;" (¢) / sin® 6 s'écrit,
sinf 9 1 02 om
0, (0) 06 o (p) 0p®
Les fonctions angulaires ©;" (0) et ®;” (¢) sont des fonctions de variables indépendantes.
Par conséquent, ces fonctions satisfont chacune une équation différentielle ordinaire séparée,

sind 8) ©,"(0)+L({+1)sinf = — (p) . (11.76)

06

1 & () >
= —m* = cste, 11.77
) d e
simf o (. 0 m 2 2
o7 (0) 20 <sm0 89) O, (0) +¢(¢ + 1)sin” 0 = m* = cste, (11.78)

ou le signe devant m? a été choisi afin que la partie azimutale soit continue et ait une
périodicité de 27. La solution de I’équation différentielle ordinaire (11.77) est,

" (p) = D" (0) e™™F =" e, (11.79)

ot ¢;” = ®;”(0) sont des constantes de normalisation. L’équation différentielle pour la partie
nodale (11.78) multipliée par la fonction nodale ©;™ () et divisée par sin 6 s’écrit,

1 d d m?
— | — = (sinf0— ) - —— 16, (O)=L(l+1)O;"(0) . 11.80
(G55 (m035) - s ) Or O =4 vOr (). (1150)
Afin de montrer que l’équation différentielle nodale (11.80) est une équation de Legendre
généralisée, on définit la variable sans dimension,

x = cosl, (11.81)

Adrien-Marie
Legendre
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et on introduit les polynomes de Legendre généralisés,

P/ (x) = P/™ (cos9) = O, (0) , (11.82)
qui satisfont I’équation différentielle nodale,
1 d d m?
— — | sinf— | — —— | P, 50) = nHpPm 50) . 11.
(sin0 7 (sm@de) sin20) " (cosf) =L (€ + 1) P" (cosb) (11.83)
Compte tenu des définitions (11.81) et (11.82), et a l'aide des opérateurs différentiels,
d de d . d L2 2
@—@%——suﬂdx et sin“f =1— z°, (11.84)

I’équation différentielle nodale (11.83) multipliée devient 1’équation de Legendre généralisée
sous la forme de Sturm-Liouville,

d dP;™ (z) m?

—((1-2?) =L ((l+1)— —— | P/ (z) =0. 11.85

(e P A e L (1185
Compte tenu des fonctions azimutale (11.79) et nodale (11.82), les harmoniques

sphériques (11.75) deviennent,
Y,™ (0, ¢) = ¢ P;™ (cos 0) e ™% . (11.86)

11.8 Harmoniques sphériques

Les harmoniques sphériques Y, (6, ¢) satisfont la relation d’orthonormalité,
™ 2m
(Y |y = / Y™ (0,0)" Y™ (0, ¢)sin b db do = 54¢ Sy » (11.87)
o Jo

ou dQ2 = sinfdf dp est la différentielle de ’angle solide d’une sphere. La relation d’ortho-
normalité (11.87) des harmoniques sphériques (11.86) devient,

T 27
/ / eV P (cosB) ¢ P (cos 0) sin 6 df dp = 8¢ S (11.88)
o Jo
qui se réduit a une intégrale simple,
2m cg,”, an/ PJ”/ (cos@) P, (cos @) sin @ db = 010 O/, - (11.89)
0

La relation d’orthogonalité des polynémes de Legendre généralisés,
2 (L+m)

1
(P Py = [ P @) P @) de = 5 (S BB (11.90)
peut étre écrite en termes de 'angle 6 grace au changement de variable (11.81),

0 ’ . 2 f +m '
- [ﬂ P, (cosf) P/™ (cos@)sinf df = 211 ((é—m))' 8070 O - (11.91)

En changement le signe de la variable d’intégration,
60— —10 ainsi cos — cos b et sinfdf — sinf db , (11.92)

et en inversant les bornes la relation d’orthogonalité (11.91) devient,

2041 (0—m)t (™ . )
2 ((f-i-m))| /0 P (cos ) B (cos 0) sin 6 df = 0pr¢ O - (11.93)
En comparant les relations d’orthogonalité (11.89) et (11.93) on en conclut que,
2041 (0— m)!
m _m __
2 Cpr Cp T m . (1194)

Par conséquent, les coefficients de normalisation sont,

cﬁz@nm¢%+1“‘m! (11.95)

A L+ m)’
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Nombre magnétique (m)
-3 -2 -1 1 2 3

¢
¢
+

Nombre orbital (¢)

®
| || & ¢
o | & ¢ % ¥ aw

FIGURE 11.2 Partie réelle des harmoniques sphériques Y,™ (0, ¢) ou les volumes en bleu
sont positifs et les volumes en rouge sont négatifs.

¢o
*
%

olt (—1)™ est appelé le facteur de phase de Condon et Shortley. Les harmoniques sphériques
normalisées s’écrivent comme (Fig. 11.2),

Y," (0,¢) = (—1)™ \/%4: ! m P/™ (cos 0) ™% . (11.96)

11.9 Equation différentielle radiale

La fonction radiale R(r) = Ru¢(r) dépend du nombre quantique azimutal ¢ mais
également d’un autre nombre quantique : le nombre quantique principal n € N* qui quantifie
Iénergie £ = FE,,, comme on va le montrer dans cette section. A 'aide de I’équations aux va-
leurs propres pour I'opérateur moment cinétique au carré (11.72), I’équation de Schrodinger
stationnaire (11.30) devient,

R ym 0 (>0 R20(0+1) N
= I Y™ (0,9) 5 (r m) Rue (1) + ot Rue (1) Y™ (0, 0)

2

(&
= Tragy e (Y7 (0,0) = B B (r) Y, (0, ) - (11.97)

En divisant 1’équation de Schrodinger stationnaire (11.97) par les harmoniques sphériques
Y, (6, ¢), on obtient I’équation aux valeurs propres pour la fonction propre radiale R, (1),

2 2 2
( i 3<r28)+h£(€+1) e

2mer? Or 2mr2 4degr

o ) Ry (r) = En Rue (1) - (11.98)

Comme I’électron dans un atome d’hydrogene est dans un état 1ié son niveau d’énergie est
négatif, c’est-a~dire E, > 0. Ainsi, en introduisant les nombres d’onde k,, définis comme,

8m.E,
k2 = — Rt (11.99)
L’équation aux valeurs propres radiale (11.98) devient,
1 d[/5d k2 L(0+1) mee?
— — — - 2 - R, =0. 11.100
<r2 dr (T dr> 4 r2 * 2regh?r ¢(r) ( )

Afin de remettre en forme 1’équation aux valeurs propres radiale (11.100), on définit la
variable sans dimension,

p=knr, (11.101)

Edward Condon
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et on introduit la fonction radiale,

Xne (p) = Rue (1) (11.102)

qui satisfait I’équation différentielle radiale,

1 d/(,d K2 L(+1) mee?
(d ( d> T a T T T aregger )Xt () =0, (11.103)

Compte tenu des définitions (11.101) et (11.102), et & laide des opérateurs différentiels,

d dp d d
a_wa _y @ 11.104
dr dr dp "dp’ ( )

Iéquation différentielle radiale (11.103) devient,

Ld(,d 1 L(+1) me?
2dp\" dp) 4 =0. 11.1
<p2 dp (p dp) 4 2 T areo ik ) (p)=0 (11.105)

Compte tenu des relations différentielles,

1 d [ 5dxne(p) 2 .d d?
L4 meP)y _ 22, 2 vt (), 11.106
g (P R) 2 )+ e o) (11.106)
et
d? d d
— (p Xnt (p)) =— (xne (P) + P — Xne (p))
dr dp dp (11.107)
2L ()9 e () |
- dp Xne \pP 14 dp2 Xne \pP)
on en déduit I'identité différentielle,
1 d 5 dxne (p) 1 d2
= — == —(pxn . 11.108
o (7 D) 2 (e (0) (11.108)

A Taide de I’identité différentielle (11.108), I’équation différentielle radiale (11.105) multipliée
par p devient,

d? 1 2(f+1) mee?
(-3 1Dy e ) (oxun () =0. (11.109)

Compte tenu des nombres d’onde (11.99), le nombre principal n est un nombre entier positif
sans dimension,
2 4
mee mee E;
= = /- — /- =L 11.110
"7 meohh, 32r2c2 i2E,  \ E, ( )

ou Ej est I’énergie d’ionisation qui correspond a ’énergie a fournir a 1’électron s’il est sur

le premier niveau d’énergie F; pour qu’il puisse se libérer de l'attraction électrostatique
générée par le proton,

mee?

By =—
T 32r2e2 2

>0. (11.111)
Les niveaux d’énergie négatifs sont alors liés a 1’énergie d’ionisation par la relation suivante,

E,=—-—2<0. (11.112)
Ces niveaux d’énergie F, sont les mémes que ceux qui ont été obtenus par Niels Bohr

pour son modele semi-classique de ’atome d’hydrogene. A présent, I’équation différentielle
radiale (11.109) peut étre exprimée en terme du nombre quantique principal (11.110) comme,

<j:2 _ i* ijl) n Z) (e () =0. (11.113)
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11.10 Equation de Laguerre généralisée

L’équation de Laguerre généralisée s’écrit en termes de la variable radiale sans dimension
P

d>Ly, (p) Ly, (p)
— (k41— m Lk (p)=0, 11.114
P a7 +(k+1-0p) p M m (P) ( )
ott LF (p) sont les polynomes de Laguerre généralisés. La relation d’orthogonalité des po-
lynémes de Laguerre généralisés s’écrit,
’ o0 ’ k !
(LE,| Lk = / LE, (p) L, (p) p¥ e P dp = w Smim Ok s (11.115)
0 m:
ott la fonction poids est w(p) = p¥ e et le coefficient du terme de deuxieéme ordre est
p2 (p) = p. Afin de montrer que ’équation différentielle radiale (11.113) est une équation de
Laguerre généralisée, on définit la fonction de Laguerre généralisée,

Uk (p) = Vw(p)p2(p) Ly, (p) = e 72 pFHD2LE (p) . (11.116)
A présent, on va montrer que I’équation différentielle,

<d2 1 2m4+k+1 k2-1

dp? 4 2p 4p?

>x1:fn (p) =0, (11.117)

est équivalente a ’équation de Laguerre généralisée (11.114). Pour ce faire, on détermine
d’abord la dérivée premiere de la fonction de Laguerre généralisée WX (p),

dvr (p) L o2 (k+1)/2 7k k+1
ZEm WP - L 2 omp/2  (k+1)/2 [k
i 5¢ m (p) + 2y ¢ m (P)
k
e o/2 pternyz Wom (0) (11.118)
dp
dLF (p k+1—0p _
_ ( :in( ) + 5 Lfn (p) e p/2p(k+l)/2'
p p

La dérivée seconde de la fonction de Laguerre généralisée WX, (p) s'écrit,

Uk (p)  d (dL’lfn (p) n k+1—0p 73 (p)) e P12 k1))

dp*dp \ dp 2 (11.119)
dLF (p) k+1—p d '
m I G (o=r/2 (k+1)/2) )
La premiere dérivée (11.119) s’écrit,
d (dLF (p kE+1—0p
P (©) + Ly (p) ) =
P dp 2p (11.120)
_PLu(p)  kH1-pdly(p) k41, )
dp? 2p dp 2p2 TN
et la deuxiéme dérivée (11.119) s’écrit,
d k+1-—
- (e— p/zp(k+1)/z) _ % o= P/2 p kD)2 (11.121)

Compte tenu des dérivées (11.121) et (11.121), la dérivée seconde de la fonction de Laguerre
généralisée multipliée par e?/? p= k+1)/2 9écrit,

eP/? p—(k+1)/2 d2\11’51 (p) _

dp?
d*Lk, k+1—p dLF, k+1
dp 2 dp 2 (11.122)
k+1—p dLE (p)  (k+1-p)° ’
+ o+ Ly, (p)
2p dp 4p?

d2LE, k+1- p dLF, 1 k+1 K2-1
_ () | p (p) ( B ) k(o)

dp? p dp 4 2p + 4p2

Edmond Laguerre
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En inversant la définition de la fonction de Laguerre, on obtient,
e?/? p= D2 gk (o) = IE () . (11.123)

L’équation différentielle exprimée en termes de la fonction de Laguerre W% (p) multipliée
par e?/? p= k+1)/2 g¢crit,

eP/2 o= (k+1)/2 0%, (p)
0
1 k+1 -1 m
rr-o_ 0 er/2 o (D)2 gk —
s S ey E(p) =0,

(11.124)

En substituant les relations (11.122) et (11.123) dans I’équation différentielle (11.124), elle
se réduit a,
LY, (p) | k+1—pdLy,(p) m
— L =0. 11.125

En multipliant 1’équation différentielle (11.125), on retrouve ’équation différentielle de La-

guerre généralisée,
d2LE dLF
pcw+(k+lp)&';(m+mLfn(p)0, (11.126)

ce qui acheve la preuve. L’équation de Laguerre généralisée (11.117) est équivalente &
léquation différentielle radiale (11.113) compte tenu de l'identification des coefficients,

k=20+1 et m=n—{—12>0. (11.127)

Ainsi, le nombre quantique principal n est toujours supérieur au nombre quantique azimutal
¢

n=l41, (11.128)

ce qui justifie le choix de 'intervalle pour indice de sommation ¢ dans I’équation (11.29).

Etant donné que les équations différentielles (11.117) et (11.113) sont équivalentes, la fonc-

tion radiale pxn¢(p) est un multiple de la fonction de Laguerre généralisée UK (p) =

\Ilfff 417 1 (p);

Cnt \I’ffjel— 1 (p)
p

ou les coefficients ¢,y sont des constantes de normalisation. Compte tenu du nombre princi-
pal (11.110), le rayon de Bohr s’écrit,

471'5052 2
apg = =

= coe PP L2 (p) (11.129)

n—

Xne (p) =

= . 11.130
mee? nky, ( )

Ainsi, la variable radiale sans dimension (11.101) est exprimée en termes du rayon de
Bohr (11.130) comme,

2
p= (11.131)
naop

Compte tenu des définitions des fonctions radiales (11.102) et de la variable sans dimen-
sion (11.131), l'expression de la fonction radiale (11.129) devient,

4
—r/(na 2r Y 2r
Rn[ (7") = Cpy € /(nao) (m> Lijél_ 1 <W) . (11132)

Les constantes de normalisation ¢y,

B 2 \° (n— - 1)
Cng = \/(77@0) m, (11.133)

sont choisies afin que les fonctions radiales R, ¢ (r) satisfassent la relation d’orthonormalité,

/ Rn’é’ (7‘) an (7‘) 7‘2d7‘ = 5n’n 5@/@ s (11134)
0
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ot r2dr est la partie radiale du volume infinitésimal en coordonnées sphériques. Ainsi, les
fonctions radiales (11.132) s’écrivent explicitement,

2\ (= =D e (20 2 2r
() = — ) ———— L e/ (a0) ([ ) 2L () 11.1
Bine (r) \/(na0> 2n (n+4)! c (na0> n—-f-1 (na()) (11.135)

Les fonctions radiales R, (r) pour les orbitales de type “s” sont définies par le nombre
azimutal £ = 0 (Fig. 11.3). Les fonctions radiales R,,; (r) pour les orbitales de type “p” sont
définies par le nombre azimutal £ = 1 (Fig. 11.4). Les fonctions radiales R,z (r) pour les
orbitales de type “d” sont définies par le nombre azimutal ¢ = 2 (Fig. 11.4).

Ryo (7)

2.0

Orbitales s : £ =0

1.0 |

10 12 @0

FIGURE 11.3 Fonctions radiales Rno (r) pour les orbitales de type “s” des niveaux
d’énergies n = 1,2,3 : Rio (1), Rao () et Rao (7).

Orbitales p : £ =1

0.10 Orbitales d : ¢

2 4 6 3 TO 12 14 ap

FIGURE 11.4 Fonctions radiales Rn,i (r) pour les orbitales de type “p” des niveaux
d’énergies n = 2,3 : Ra1 (1) et Rs1(r), et fonction radiale Ra3 (r) pour les orbitales de
type “d77.

11.11 Ensemble complet d’observables compatibles

Un ensemble d’observables compatibles, ou qui commutent, souvent abrégé ECOC, est un
ensemble d’observables qui satisfont deux conditions :

1. Les observables commutent toutes entre elles : leurs commutateurs sont nuls.

2. Leurs espaces propres sont égaux : il existe une base orthonormée unique de vecteurs
propres communs & ’ensemble des observables.

Etant donné que les observables d’'un ECOC commutent, elles sont compatibles. On peut
ainsi les mesurer simultanément, contrairement a la position et la quantité de mouvement.
Les vecteurs d’état faisant partie de la base de TECOC sont entierement caractérisés par les
valeurs propres des opérateurs qui sont les observables de TECOC. Dans le cas de I'atome
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d’hydrogene, ’hamiltonien H , Popérateur moment cinétique au carré L? et la composante

vertical du moment cinétique L, de I’électron forment un ECOC si on ignore le spin de
I’électron.

[H,I?|=0 et [H,L.]=0 et [L?L.]=0. (11.136)

Les vecteurs |n, ¢, m) = |Ynem ) de la base orthonormée de 'espace de Hilbert H associé a
cet ECOC sont les fonctions d’onde ¢y,em, (1,0, ),

7/’an (T7 07 QO) = Rnf (T) }/Zm (0, ‘P) ) (11137)

indicées par le nombre quantique principal n qui définit le niveau d’énergie, le nombre
azimutal ¢ qui caractérise I’amplitude de rotation et le nombre magnétique m qui correspond
a la projection du moment cinétique sur ’axe de rotation. Les fonctions d’onde ¥y, (1,6, )
satisfont la relation d’orthonormalité,

<wn/f/m’ |wnfm> = 5n’n 5@’[ Sm’my (11138)

qui est explicitée comme,

oo pm p2m
/ / 1]/}n/g/m/ (T, 0, QD)* 1/)ngm (7’, 9, 30) T2d7" sin 6 df d(p = 5n’n 5@/@ 6m’m y (11139)
0 0 0

ott r2dr sin @ df dp est le volume infinitésimal en coordonnées sphériques. Compte tenu des
fonctions radiales (11.135) et des harmoniques sphériques (11.96), les fonctions d’onde nor-
malisées s’écrivent,

2+1 (n—L— 1) (£—m) ( 2 )3

Wm(’“’e’*”):(‘”m\/ 2+ 0! (C+m)! \na

2\ ¢ 2r
—7r/(na, 20+1 m im
. e~ 7/ (nao) (na()) LX) (na0> P/ (cosf) e*™? .

(11.140)

ol compte tenu des relations (11.63) et (11.128), les nombres quantiques principal n € N*,
azimutal £ € N et magnétique m € Z satisfont les conditions suivantes,

f<n—-1 et —m<l<m. (11.141)

Les fonctions d’onde ¥,,¢m, (7,0, ) sont illustrées pour des nombres quantiques n, £ et m fixés
pour les orbitales “s”,“p” et “d” des niveaux d’énergie n = 1,2, 3. Les parties en bleu sont
réelles et positives, les parties en rouge sont réelles et négatives et les parties dans d’autres

couleurs sont complexes (Fig. 11.5).
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FIGURE 11.5 Fonctions d’onde ¥nem (r 0,p) = Rng( )Y, (0, ¢) pour les orbitales
(£ =0),“p” ((=1) et “d” (£ = 3) des niveaux d’énergie n = 1,2, 3.
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Algebre géométrique

12.1 Introduction

Les équations de Maxwell constituent la pierre angulaire de I’électrodynamique qui a donné
lieu d’abord a la relativité restreinte aux référentiels d’inertie et a ensuite été généralisée
aux référentiels accélérés. Ces équations sont généralement présentées sous la forme d’un
ensemble de quatre équations vectorielles. Cependant, cette formulation n’est pas le fruit du
travail original de Maxwell. C’est en réalité Oliver Heaviside qui a reformulé les équations de
Maxwell en quatre équations vectorielles, en utilisant le calcul vectoriel qu’il a co-développé
avec Josiah Willard Gibbs. Dans son article initial, Maxwell avait présenté 20 équations
sous forme de composantes. Par la suite, dans son ouvrage “Treatise on Electricity and
Magnetism”, il a reformulé cet ensemble d’équations en utilisant les quaternions, découverts
par William Rowan Hamilton.

Bien que le cadre vectoriel développé par Heaviside et Gibbs soit particulierement adapté
a la description des translations — ce qui explique son adoption historique en physique —
I’algebre des quaternions H est quant a elle bien mieux adaptée a la description des rotations.
A I'inverse, dans I’espace vectoriel R3, il est nécessaire d’introduire des pseudovecteurs pour
traiter correctement les rotations. Cela souleve naturellement la question suivante : Avons-
nous réellement besoin de choisir entre ces deux cadres, ou est-il possible de tirer parti des
deux en méme temps? La bonne nouvelle, c’est que ces deux approches — vectorielle et
quaternionique — s’inscrivent en réalité dans un cadre mathématique plus général, appelé
de nos jours algebre géométrique G3, ou historiquement algebre de Clifford C/3(R). Ce cadre
unificateur a été introduit par William Kingdon Clifford dans un article intitulé “Applica-
tions of Grassmann’s Extensive Algebra”.

En algebre géométrique G® de I’espace & trois dimensions, il existe quatre types d’entités
géométriques. Premierement, les entités géométriques de dimension 0, appelées scalaires,
sont des points orientés définis par leur grandeur et leur orientation (par exemple, positive
ou négative). Deuxiémement, les entités géométriques de dimension 1 sont appelées vecteurs;
ce sont des lignes orientées, définies par leur grandeur et leur orientation. Troisiémement, les
entités géométriques de dimension 2, appelées bivecteurs, sont des surfaces orientées définies
par leur grandeur et leur orientation. Quatriéemement, les entités géométriques de dimension
3, appelées trivecteurs ou pseudoscalaires, représentent des volumes orientés définis par leur
grandeur et leur orientation (par exemple, positive ou négative). L’algébre géométrique G?
est un espace vectoriel constitué de multivecteurs, c’est-a-dire de combinaisons linéaires
de scalaires, vecteurs, bivecteurs et pseudoscalaires. L’algebre des quaternions H, qui est
constituée de combinaisons linéaires de scalaires et de bivecteurs, correspond a la sous-
algebre paire de ’algebre géométrique G3. L’espace vectoriel R3, formé de combinaisons
linéaires de vecteurs, est un sous-espace de 1’algeébre géométrique G3. L’algebre géométrique
G? est un espace vectoriel muni d’une loi de composition intérieur : le produit géométrique
entre deux multivecteurs.

La structure algébrique de 1'algebre géométrique G3 se base sur le produit géométrique
de deux multivecteurs qui est la somme algébrique des produits intérieur et extérieur de
ces multivecteurs comme détaillé en sect. 12.2. Ces produits sont explicités en sect. 12.3. Le
produit intérieur de deux vecteurs donne un scalaire : c¢’est leur produit scalaire. Le produit
extérieur de deux vecteurs donne un bivecteur : c’est le dual du produit vectoriel comme

William Rowan
Hamilton

William Kingdon
Clifford

Josiah Willard Gibbs
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montré en sect. 12.6. La dualité en algebre géométrique, définie en sect. 12.5, est équivalente
a la dualité de Hodge en formes différentielles. Elle est illustrée en sect. 12.6 par les regles
de la main droite et de la main gauche en fonction de son sens. Les modules et les inverses
des entités géométriques sont définies en sect. 12.4. La réflexion d’un vecteur par rapport &
un plan peut simplement étre décrite par deux produits géométriques de ce vecteur avec le
vecteur unitaire orthogonal au plan comme montrée en sect. (12.8) De plus, toute rotation
peut étre écrite comme la composition de deux réflexions selon des plans non parallele
dont 'intersection correspond a ’axe de rotation. Par conséquent, les rotations peuvent étre
décrites en algebre géométrique G* a 1’aide de rotors R qui sont des combinaisons linéaires
d’un scalaire et d’un bivecteur et sont isomorphes aux nombres complexes. Cette structure
est particulierement élégante! Finalement, la cinématique d’un repére mobile en rotation
peut étre entierement caractérisée par I’évolution temporelle du rotor R (¢).

12.2 Structure algébrique

Le produit central en algebre géométrique G est le produit géométrique est qui la somme
du produit intérieur et du produit extérieur. Le produit géométrique de deux vecteurs u et
v s’écrit,

Uv=u-v+ulv, (12.1)

ou le produit intérieur u - v est le produit scalaire et le produit extérieur u A v est le dual du
produit vectoriel u X v. Le produit intérieur des vecteurs u et v est symétrique et le résultat
de ce produit est un scalaire,

’UJ”U:’U~U:§(’U,’U+’U’U,). (12.2)

Le produit extérieur des vecteurs u et v est antisymétrique et le résultat de ce produit est
un bivecteur, soit un élément de plan orienté,

1
u/\'u:—v/\u:§(u'v—'uu). (12.3)

Le produit extérieur A est associatif contrairement au produit vectoriel x. Le produit
gbéométrique des vecteurs de base d’une base orthonormée {€1, &z, 3} de R?® s’écrit,

€ié; =& -é;+é NE;. (12.4)
Les vecteurs de cette base sont orthonormaux,

& =¢é=¢6-6,=1 et éNE=0. (12.5)

Ainsi, le carré du produit géométrique du carré de deux vecteurs de base orthogonaux,
c’est-a-dire &; - €; = 0 ou i # j, s’écrit,

(66 =é, 66,6, =—&,é,é;6; =—1. (12.6)

Ainsi, si i # j, le produit géométrique é; &; se réduit au produit extérieur de ces vecteurs
é; N é;. Ce produit est un bivecteur unité qui représente géométriquement un élément de
plan orienté de module unité. Compte tenu de la relation (12.7), les trois bivecteurs é; A éa,
és N é3 et é3 A\ éy sont isomorphes a des nombres imaginaires différents. L’élément de volume
orienté obtenu en prenant le produit extérieur des trois vecteurs de base é; A é3 A €3 est un
trivecteur unité qui représente géométriquement un élément de volume orienté de module
unité. En trois dimensions, ce trivecteur est appelé le pseudoscalaire I. Il est isomorphe a
un nombre imaginaire. En effet,

(12.7)

PPN

16262é3é3:—1.

)

1€2€3€1 Ex €3 = — €]

Ce résultat a été établi en permutant deux vecteurs voisins différents et en changeant le
signes de leur produit géométrique. Tout scalaire s est un multiple de I'unité 1. Tout vecteur
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scalaire el point orienté
vecteur é droite orientée
bivecteur é1 N é .
€2
é1 é é;

espace
orienté

€2 pseudoscalaire

FIGURE 12.1 Algebre géométrique G® constituée de scalaires, de vecteurs, de bivecteurs et
d’un pseudoscalaire.

v est une combinaison linéaire des trois vecteurs de base é;, é; et és,
V=711 é1+'l}2 é2+'l}3 ég. (128)
Tout bivecteur B est une combinaison linéaire des trois bivecteurs de base é; A é3, és A é3
et é3 AN él,
B =Bi3é  Néy+ Bozésg Né3+ Bz1 é3 Néy. (12.9)
Tout trivecteur 1" est un multiple du pseudoscalaire I = é; A é5 A és,
T =Ti23E1 Néx Neés. (12.10)
L’algebre géométrique G a 8 dimensions, car elle est engendrée par huit entités géométriques
linéairement indépendantes (Fig. 12.1) :
e un scalaire 1 représentant un point orienté (dimension 0).
e trois vecteurs é;, €, és représentant des droites orientées (dimension 1).
e trois bivecteurs é; A éz, é3 A é3 et é3 A é; representant des plans orientés (dimension
2).
e un trivecteur é; A é; A € représentant des volumes orientés (dimension 3).

Le produit extérieur e; A e; somme la dimension des vecteurs e; et e; puisque le résultat est
un bivecteur de dimension 2. Le produit intérieur e; - e; prend la différence des dimensions
des vecteurs e; et e; puisque le résultat est un scalaire est de dimension 0. L’élément de
base de I'algebre géométrique G est un multivecteur M qui est une combinaison linéaire de
scalaires, vecteurs, bivecteurs et pseudoscalaires,

M=s+v+B+T. (12.11)

Les multivecteurs M, My, M5 € G3 satisfont la loi de composition interne G3 x G — G3
qui est le produit géométrique,

(My + Ms) (M3 + My) = My Ms + My My + My Ms + Ms My . (12.12)

12.3 Produits géométriques d’entités algébriques

Les produits de vecteurs ont été définis en sect. 12.2. Dans cette section, on va déterminer
d’autres produits. Le produit géométrique du vecteur v et du bivecteur B est la somme du
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produit intérieur et du produit extérieur,
vB=v-B+vAB, (12.13)

et le produit géométrique du bivecteur B et du vecteur v est la somme du produit intérieur
et du produit extérieur,

Bv=B-v+BAwv. (12.14)

Sans perte de généralité, on choisit d’orienter les vecteurs de base de maniére & ce que le
bivecteur B se trouve dans le plan engendré par les vecteurs de base é; et és, c’est-a-dire
B = Bi5 é1 N és, et que le vecteur v = vy €1 + v3 é3 + v3 €3 ait une orientation arbitraire.
Le produit géométrique du vecteur v et du bivecteur B s’écrit,

vB = (Ul é1 + V2 é2 + U3 ég) (Blg é1 ég)
= vy B2 €1 &1 € + vy B1g €5 €1 é5 + v3 B €3 €1 € (1215)

=v1 B12 €2 — v2 B12 €1 +v3 Bi2 € €z €3,
et le produit géométrique du bivecteur B et du vecteur v est de la forme,

Bv = (B12 él éz) ('Ul él + Vo é2 + v3 ég)
= Biowv1 €1 €9 &1 + Biavg €1 €3 E9 + Biavs €1 €5 €3 (1216)

= —Bi2v1 €2+ B12v2 €1 + Biavz €1 €3€;3.
Le produit extérieur du vecteur v et du bivecteur B s’écrit,

’U/\B:(’Ulél+’l}2é2+’l}3é3)/\(312é1/\é2)
:'U1312é1/\é1/\é2+1}2312é2/\é1/\é2+’l)3312é3/\é1/\éz

=v3B12é1 Néxy N\ é3 =wv3 Big €1 ésé3, (12.17)
et le produit extérieur du bivecteur B et du vecteur v est de la forme,

B/\’U:(Buél/\ég)/\(vlél+U2é2+vgé3)
=Biovi1 €1 Néxs Né1 + Biavgy €1 Néxy N éy+ Biovz €1 N égy N és

= Biav3 €1 ANéy N\ é3 = Biov3é1éxé3. (1218)

Par conséquent, on comparant les produits géométriques (12.15) et (12.16) et les produits
extérieurs (12.17) et (12.18), on en conclut que le produit extérieur entre un vecteur et un
bivecteur est la partie symétrique du produit géométrique,

v/\B:B/\v:%(vB+Bv). (12.19)
Compte tenu des relations (12.13), (12.15) et (12.17), on en déduit que,
v - B=vB—-vAB=—v9Bi5é +v1 Bisés. (12.20)
Au vu des relations (12.14), (12.16) et (12.18), on en déduit que,
B-v=Bv— BAv=DBué — Biav é. (12.21)

Par conséquent, compte tenu des produits géométriques (12.15) et (12.16) et des produits
extérieurs (12.17) et (12.18), on en conclut que le produit intérieur entre un vecteur et un
bivecteur est la partie antisymétrique du produit géométrique,

1
v-Bz—B~v:§(vB—Bv). (12.22)
Le produit géométrique du vecteur v et du pseudoscalaire I s’écrit,

vl = (’Ulél +’U2é2 +’U3é3) (él /\é2/\é3)
= (’Ul €1 €169 E3+ 19 g €1 EE3+ 1363681 E9 ég) (1223)

= (v €283 +v2 €361 + V361 €E2) ,
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et le produit géométrique du pseudoscalaire I et du vecteur v s’écrit,
Tv=(é1 NéxNés)(v1é1+ vyéy+v3és)
= (v1 €1 82 E3 &1 + vy €1 E3 €389 + v3 €1 E3E3E3) (12.24)
= (v1 €283+ vy €361 +v3€E1é9) .
Ainsi, on en conclut avec le vecteur v commute avec le pseudoscalaire I,
vi=1Iv. (12.25)
Le produit géométrique du bivecteur B et du pseudoscalaire I s’écrit,
BI=(Bi2é1 Néy+ Bogés AN é3z+ B31 é3Né1) (€1 Néx N E3)
= B12€1 6281 €263+ Bygés €361 6563+ B3y é3€1 616563 (12.26)
= —B12€é3 — By3é; — Bz éa,
et le produit géométrique du pseudoscalaire I et du bivecteur B s’écrit,
IB=(é NéxyNé3)(B12é1 ANéy+ Bogéa Aéz+ B3 é3Néq)
=DB12€1 26381 €y + Bozé1ér€362€3+ B3 €1 éxé3€3€, (12.27)
= —B12é3— By3é; — Bz €.
Ainsi, on en conclut avec le bivecteur B commute avec le pseudoscalaire I,

BI=IB. (12.28)

Un trivecteur T' est un multiple du pseudovecteur I ce qui implique que ces entités com-
mutent,

TI=IT. (12.29)

12.4 Modules et inverses

Le renversement d’un multivecteur, noté avec un exposant T, consiste & renverser l’ordre
des vecteurs d’un produit. Ainsi, un scalaire s et un vecteur v sont invariants par renverse-
ment,

st=s et vl =w, (12.30)

un bivecteur B change de signe, dii & une permutation de deux vecteurs, et un trivecteur T’
change de signe, dii a trois permutations de trois vecteurs,

B'=—B e Ti=-T. (12.31)

Le module d’un scalaire s est sa valeur propre, le module d’un vecteur v est sa longueur,
le module d’un bivecteur B est sa surface et le module du pseudoscalaire I est son volume.
Les modules au carré s’écrivent,

IsP=sTs=5>0,
w2=vl v=v.-v=2v>>0,
B?’=B'-B=-B-B=-B?>0,
T =T'T=-TT=-T?>0.

(12.32)

Les inverses d’un scalaire s, d'un vecteur v, d’'un bivecteur B et d’un pseudoscalaire I sont
définis comme,

-1_ 5 _ 5

S _32 ‘3‘2’

U

v T w2 |'v|2’

gi_B_ B (12:33)
B2 |B|27
T T I

T l=_ = ainsi I'==—=-7
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12.5 Dualité

Dans l’algebre géométrique G2, la dualité lie des entités géométriques dont la somme des
dimensions vaut 3 : un vecteur et un bivecteur (1 <+ 2) ou un scalaire et un trivecteur
(0 <+ 3). Les duals d’un vecteur v et d’un bivecteur B sont définis comme,

B
U*:§:_v1 ot B*:TZ_B[_ (12.34)

La dualité entre un vecteur v et un bivecteur B s’écrit,
v"=B et B*=-Bl=-vI=vl’=-v, (12.35)
ce qui implique,
()" '=—-v et (B)"=-B. (12.36)
Les duals d’un scalaire s et d’un trivecteur T' sont définis comme,

T
5*:;:751 et T*ZYZ*TI- (12.37)

La dualité entre un scalaire s et un trivecteur T s’écrit,
=T e T'=-TI=-sT=sI"=-5, (12.38)
ce qui implique,
(") = —s et (T*) = -T. (12.39)
Plus généralement, pour tout multivecteur M, le dual du dual est 'opposé du multivecteur,
(M*)" =—-M. (12.40)

Sans perte de généralité, on oriente les vecteurs de base du repere &1, é; et é3 tel que
les vecteurs u et v soient dans le plan engendré par les vecteurs é; et és, c’est-a-dire
U = up €1 + ug és et v = vy €1 + vy é3. Le dual du produit intérieur des vecteurs u et v
s’écrit,

= — ( (u1 é1 + us ég) . (’Ul é1 + vy ég) ) (él és ég) (12.41)
= — (u1v1 +U2’U2)é1é2é3.
Le produit extérieur du vecteur u et du bivecteur v* s’écrit,

uAv" =—uA(vl)

= — (u1 é1 + us ég) A\ ((Ul é1 +vo ég) (él és ég))
R ~ o o (12.42)
= — (U1 €1 + U2 62) AN (’Ul €2 €3 — Vg €1 63)
= — (Ul’Ul +U2U2)é1é2é3.
En comparant les relations (12.41) et (12.42), on établit I'identité duale,
(u-v)" =unv*. (12.43)
Le dual du produit extérieur des vecteurs u et v s’écrit,
(uAv) =— (uAv)T
=- ((U1 é1 4+ ug é2) A (v1 €1 + 02 éz)) (é1é58é3)
(12.44)

= — (u1 (%) él ég + ug V1 é2 él) (él ég ég)

= (Ul V2 — U2’01)é37
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et le produit intérieur du vecteur u et du bivecteur v* est de la forme,
u-v'=—-u-(vl)

=— (u1 &1 +uz é) - (('Ul &1 +v269) (é1 € é3))

(12.45)
= — (u1é1 +uzés) - (v1 €23 — vy €1 €3)
= (uyv2 — ugv1) €3.
En comparant les relations (12.44) et (12.45), on établit 'identité duale,
(uAv) =u-v*. (12.46)

Sans perte de généralité, on oriente les vecteurs de base du repere é;, é; et é3 tel que le
bivecteur B se trouve dans le plan engendré par les vecteurs é; et é,, c’est-a-dire B =
Bis é1 N és, et que le vecteur v = vy é1 + v9 €5 + v3 €3 ait une orientation arbitraire. Le dual
du produit intérieur du vecteur v et du bivecteur B s’écrit,

(v-B)'=—(v-B)I

= — ((U1 €1 +v2éy +v3€é3) - (B12é; éz)) (é1é2€3)

(12.47)
= — (v1 B12éy — v B12€;) (é1 €2 €3)
=v1 B12€1 €3+ vy Biaéaés,
et le produit extérieur des vecteurs v et B* est de la forme,
vAB"=—vA(BI)
=~ &+ vés e A ((Buéié) (@ éés) )
(12.48)
= (v1 €1 + vy é3 + v3 €3) A (B12 é3)
=v1 Bi2é1é3+ vy B2 éz6é3.
En comparant les relations (12.50) et (12.48), on établit 'identité duale,
(v-B)"=vAB". (12.49)
Le dual du produit extérieur du vecteur v et du bivecteur B s’écrit,
(wAB)'=— (vAB)I
_— ((v1 &1+ 12 s+ v383) A (Bra &1 é2)> (&1 82 83)
(12.50)
= — (v3 B12€1 &2 €3) (é1 €2 €3)
=3 Bia,
et le produit intérieur des vecteurs v et B* est de la forme,
v-B*=—v-(BI)
=— (v &1 +v26x+v383)- ( (B2 €1 éz)) (é1é283) ) (12.51)
= (v1é1 +v2éz +v3é3)- (B12€3) =v3 Bia.
En comparant les relations (12.50) et (12.51), on établit 'identité duale,
(vAB) =v-B*. (12.52)

12.6 Produit extérieur et produit vectoriel

On va montrer que le produit vectoriel u X v est le dual du produit extérieur u A v. Les
modules de ces deux produits sont les les mémes mais géométriquement le produit vectoriel
est un peusdovecteur orthogonal au bivecteur obtenu par produit extérieur. L’orientation
du pseudovecteur u X v par rapport au bivecteur u A v est donnée par la regle de la main
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droite. A I'aide du produit géométrique (13.2) entre les vecteurs u et v, on obtient 'identité
suivante,

lul?lv]? = v =uv)Pu=uvvu=(u-v+uAv)(v-u+vAu)

5 ) (12.53)
=(u-v+uAv)(u-v—uAv)=(u-v) — (uAv)",
ce qui implique que,
(wAv)? = (u-v)” — |ul?|v]?. (12.54)
Par définition, le produit intérieur (ou scalaire) s’écrit,
u-v = |u||v| cosb, (12.55)

ou 6 est 'angle entre les vecteurs u et v (Fig. 12.2). Le carré du produit extérieur entre les

UXv

FIGURE 12.2 Dualité entre le bivecteur u A v et le vecteur u x v.

vecteurs (12.54), qui est un bivecteur,

(uAv)? =—|unv]?, (12.56)
devient,
(uAv) = (cos? 0 — 1) [ul?|v|* = — |ul*|v|*sin® 0 = — [u Av|?, (12.57)
ce qui implique que,
|lu Av| = |ul|v] sind, (12.58)

ol 6 € [0,7). Par définition, le module du produit vectoriel de deux vecteurs s’écrit,
|u x v| = |u| |v] sinf. (12.59)
Par conséquent, les modules des produits extérieur et vectoriel sont égaux,
lu Av| = |u xv|. (12.60)
Pour établir la dualité entre ces deux produits, on choisit des vecteurs w = uqy é1 + ug €5 et
v = v1 €1 + vg €3 non colinéaires. Le dual du produit extérieur entre ces vecteurs (12.44)
s’écrit,
(uAv)" = (u;v2 — ugvy) és. (12.61)
Le produit vectoriel entre ces vecteurs s’écrit,
uXxXv= (U1é1 —|-UQé2) X (U1é1 —|—Ugé2)
= (’LL1 Vg €1 X €3 + Ug V1 €3 X él) (1262)
= (U1 V2 — U2 1)1) é3 .
En comparant les produits (12.61) et (12.62), on en conclut que le produit vectoriel entre
les vecteurs u et v est le dual du produit extérieur.

(uAv)" =uxwv. (12.63)

Le pseudovecteur u X v comme dual du bivecteur 4 A v a une orientation donnée par la
régle de la main droite. Compte tenu l'identité (12.36), le dual de l'identité duale (12.63)
(Fig. 12.3),

(uAv)) = (uxv), (12.64)



12.7. REFLEXIONS 149

devient,
(uxv)'=—uAv. (12.65)

Le bivecteur —u A v comme dual du pseudovecteur u X v a une orientation donnée par la
régle de la main gauche (Fig. 12.3).

/ \

FIGURE 12.3 Le pseudovecteur u X v est le dual du bivecteur u A v avec une orientation donnée
par la regle de la main droite. Le bivecteur —u A v est le dual du pseudovecteur w X v avec une
orientation donnée par la régle de la main gauche.

12.7 Réflexions

Une rotation est la composition de deux réflexions successives par rapport a deux plans non
paralleles ou ’axe de rotation est la droite obtenue par intersection de ces deux plans. Afin
de montrer ceci dans le cadre de I’algebre géométrique G*, on examine d’abord les réflexions.
On considére un vecteur v et un vecteur unité 72 quelconques. Le produit géométrique (13.2)
des vecteurs 1 et v s’écrit,

nv=n-v+nAv. (12.66)

Etant donné que le vecteur f2 est un vecteur unité, le vecteur v peut étre décomposé en une
partie paralléle et une partie perpendiculaire & 7 en utilisant du produit géométrique (12.66),

v=n’v="n(v)=n(R v)+a(RAV). (12.67)

A Paide du produit géométrique (12.22) du vecteur 7o avec le bivecteur 72 A v, la deuxieme
partie du vecteur v peut étre remise en forme,

AAAV)=AARAV+R- (AAV) =7 (RAD). (12.68)

Compte tenu des relations (12.67) et (12.68), le vecteur v est décomposé en une partie
parallele et une partie perpendiculaire (Fig. 12.4),

v=v|+vL, (1269)
de la maniere suivante,
vy = (A-v)n, o0
vy =n-(RAD).

La partie parallele v du vecteur v résulte de la projection sur le vecteur unité . Compte
tenu de la relation (12.70) et du fait que le vecteur unité 7 est son propre inverse, c’est-
a-dire 7 = ', la projection du vecteur v sur le vecteur unité f est un automorphisme
Pa : R® — R3 défini comme (Fig. 12.4),

Pa(v)=(R-v)A=n""(A-v). (12.71)

La partie perpendiculaire v du vecteur v résulte de la rejection sur le vecteur unité ni, qui
est une projection sur le complément orthogonal de la droite P5 de vecteur unité ri. Compte
tenu des relations (12.68) and (12.70)et du fait que le vecteur unité 7 est son propre inverse,
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FIGURE 12.4 Réflexion du vecteur v par rapport au plan orthogonal au vecteur unité fa.

cest-d-dire 7 = A7Y, la rejection du vecteur v sur le vecteur A est un automorphisme
Pa : R — R3 est définie comme (Fig. 12.4),

Pa(v)=n (AAD)=n(AAV) =7 ' (AAD). (12.72)

v v

:I Pﬁ('v):m_

S
\
S

Pa (v) = v)
FIGURE 12.5 Projection Py (v) et rejection P (v) du vecteur v sur le vecteur unité .

Compte tenu des relations (12.69), (12.71) et (12.72), la complémentarité entre les sous-
espaces Py et Pa s’écrit,

v ="Pp (v) +Ps (v) . (12.73)

La réflexion d’un vecteur v par rapport au plan orthogonal au vecteur unité # donne le
vecteur v’ de maniére suivante (Fig. 12.4),

v =—Py (U)+pﬁ (v) = —v|+vL, (12.74)

ou la projection Py (v) change de signe et la rejection Pa (v) reste inchangée. A 'aide des
parties paralléle et perpendiculaire (12.70) du vecteur v et de Pantisymétrie (12.22) du
produit intérieur du vecteur 7 et du bivecteur 7 A v, la réflexion du vecteur (12.74) est
remis en forme comme,

v=—(R-v)A+hn (AAv)=— (A-v)A— (RAV) f. (12.75)

A Taide du produit géométrique (12.21) du bivecteur 72 A v et du vecteur 71, la deuxieme
partie du vecteur v’ est remise en forme comme,

(AAV) - fL=(RAV)A—RAVAR=(RAV)R. (12.76)

Compte tenu du produit gérométrique (12.66) et de l'identité (12.76), la réflexion du vec-
teur (12.75) est remis en forme comme,

vV=—(R-v+RAV)A=—RVA. (12.77)

Par conséquent, on en conclut que la réflexion d’un vecteur v par rapport a un plan ortho-
gonal au vecteur unité # est un automorphisme Fj : R> — R3 défini comme,

Fa(v)=—nvn. (12.78)
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12.8 Rotations

La rotation d’un vecteur v dans un plan engendré par les vecteurs unités 71 et no est
obtenu a l'aide de la composition d’une réflexion par rapport au plan orthogonal au vecteur
unité N, suivie d’une réflexion par rapport au plan orthogonal au vecteur unité n,. Compte
tenu des relations (12.77) et (12.78), la composition de la réflexion Fa, (v) d’un vecteur v
par rapport au plan orthogonal au vecteur unité #1; qui donne le vecteur v’ et d’une réflexion
Fs, (v') par rapport au plan orthogonal au vecteur unité 715 donne le vecteur v” (Fig : 12.6),

v" = Fa, oFa, (v) = Fa, (Fm (’U)) = Fa, (V)

(12.79)

FIGURE 12.6 Le vecteur v’ est a réflexion du vecteur v par rapport au plan orthogonal au
vecteur fi1 et le vecteur v” est la réflexion du vecteur v’ par rapport au plan orthogonal
au vecteur mis. Le vecteur v est la rotation du vecteur v dans le sens du bivecteur 71 Ao
ou du bivecteur unité B.

L’entité géométrique essentielle pour la description des rotations est le multivecteur rotor R
et son renversement R! définis comme,
R=nyn; and Ri=(hony) =alal =nin,. (12.80)

Ainsi, la rotation (12.79) du vecteur v qui donne le vecteur v” est écrit en termes du rotor
R et de son renversement R comme,

v" =RvR'. (12.81)
Le rotor R et son renversement R satisfont la relation d’orthogonalité,
RRV =fyf gy fp =1. (12.82)
Ainsi, le rotor est un multivecteur de module unité,
IR>=RR'=1. (12.83)

Le produit intérieur et le poduit extérieur des vecteurs fio et 711 sont écrits en termes de
I’angle ¢ entre les vecteurs ny et ng,

fag -y =My -y =cosp et Ay ATy = —7y Afig = — sing B, (12.84)

ot B le bivecteur unité dans le plan de rotation est orienté dans le sens de rotation du
vecteur 7 vers le vecteur fig (Fig : 12.6). Compte tenu de ces produits (12.84), le rotor et
son rensersement (12.80) sont remis en forme comme,

R =19 N1+ 72 ATty =cosp — singoB,

N (12.85)
RV =fy - iy + 7y Ay =cosp +sinp B,
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ce qui montre que le rotor et son renversement sont des multivecteurs de module unité : ce
sont des combinaisons linéaire d’un scalaire et d’un bivecteur. De plus, le bivecteur unité B
satisfait 'identité,

B'=BB=_BB' = _|B?=_1, (12.86)

ce qui signifie que le bivecteur unité B dans le plan de rotation est isomorphe au nombre
imaginaire ¢ dans le plan complexe C. Compte tenu de I'identité (12.86), le phaseur dans le
plan de rotation s’écrit,

00 k k o B2k op 0o a2k+1 2k+1
3 +1)"B B B
FBe 3 (E)"B ¢" _ P @
k! (2k)! (2k + 1)!
k=0 k=0 k=0 (1287)
_ > ( 1)k 2k N > (_1)k p2k+1

| |

;;o (2K) ;;o (2k + 1)

Ainsi, le phaseur dans le plan de rotation donne la formule d’Euler ou le nombre imaginaire
1 est remplacé par le bivecteur unité B,

etB? = cos p+sinpB. (12.88)

Compte tenu de la formule d’Euler (12.88), le rotor et son renversement (12.85) sont remis
en forme comme,

R=eB? o Rt =eB¥, (12.89)

et la rotation (12.81) devient,

v =" Bey B (12.90)

A présent, on désire exprimer la formule (12.90) décrivant la rotation du vecteur v en
termes de l'angle 6 entre les vecteurs v et vh’ qui sont les projections orthogonales des
vecteurs v et v sur le plan de rotation. A ’aide du produit géométrique d’un bivecteur et
d’un vecteur (12.13) et du carré du module d’un bivecteur (12.86), le vecteur v peut étre
décomposée en une partie parallele est une partie orthogonale au plan défini par le bivecteur
unitaire B,

BPv=B"
.(B.Hmv)zg*(g.v) B”(BM) (12.91)

B
Pg(v)+Pg(v)=v +v,.

v

-1

Ainsi, la projection et la rejection du vecteur v sur le plan de rotation de bivecteur unité

v

o Z_"_JPB('U)

B Py

FIGURE 12.7 Projection P (v) = v et rejection P (v) = v du vecteur v sur le plan orienté
défini par le bivecteur unité B.

B s’écrivent,
v =Ps)=B"" (Rv) :
_ A (12.92)
’UJ_:PBS(’U):B (B/\'U).

De maniére similaire, la projection et la rejection du vecteur v” sur le plan de rotation de
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bivecteur unité B s’écrivent,

el / o~
v =Pp(v") =B (B . v”) , (1203
v =Px (v”)*B_l(B/\v”) .

1=Fp = '

Compte tenu du développement en série de puissance du phaseur (12.87), le rotor R et de
son renversement RT sont invariants par projection sur le plan engendré par le bivecteur
unité B,

Ps(R)=R et Pg(R")=R". (12.94)
Compte tenu des projections (12.94) du rotor R et de son renversement R, la projection de
la rotation (12.81) du vecteur v sur le plan défini par le bivecteur B s’écrit,

Ps (@) =Pz (RvR") =Ps(R)Ps(v)Ps (R') =RPs(v)R'. (12.95)

De plus, & I'aide des projections (12.92) et (12.93) des vecteurs v et v”, la rotation (12.95)
devient (Fig. 12.8),

’Uh’ = Ry Rf = ¢ B¥ v eBv. (12.96)

On choisit comme base orthonormée du plan de rotation deux vecteurs {é;, é}. Le vecteur

B Y

FIGURE 12.8 Rotation du vecteur v|| d’un angle 6 dans le plan défini par le bivecteur B dont
I’image est le vecteur vi"

v|| et le bivecteur unité B s’exprime dans cette base comme,
v =1 é, + U)|2 és et B= Biséi Nés. (12.97)

Vu que le vecteur v se trouve dans le plan de rotation engendré par le bivecteur unité B,
leur produit extérieur est nul,
v /\B :U|‘1B12é1 N Eé1 N és —‘r’UHQBlQéQ/\él Néy =0,

- o R (12.98)
B/\’UH2312’0”161/\62/\61+Blg’l)||2€1/\62/\62:0.

N

Par conséquent, compte tenu des identités (12.22) et (12.98), on en conclut que v et B
anticommutent,

’U”B:’U”-BZ—B~’U”=—B’UH, (12.99)
ce qui implique que,
e~ B“DUH = (coscp — sinwé) v = v (Cosga + sinch) = eBe. (12.100)

A Taide de la relation d’anticommutation (12.100), la rotation du vecteur v dans le plan
de rotation (12.90) de bivecteur unité B devient,

vf| = v ?P?, (12.101)
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ce qui signifie que le vecteur v et le rotor e?B% commutent parce qu'ils se trouvent dans le
méme plan de rotation. Le produit géométrique des vecteurs v et v[l’ s’écrit,

vjv =) v + o A (12.102)
Le produit intérieur et le produit extérieur des vecteurs v et vh’ peuvent étre exprimés en

termes de 'angle 0 entre les vecteurs dans le plan de rotation,

| vh’ = |vy| |vﬁ|cos€,
} L (12.103)
v Ao = |y | [v]]sind B.

Compte tenu de ces produits (12.103) et de la formule d’Euler pour 'angle 6, le produit
géométrique (12.102) devient,

v v = |vy| |v]] (cos@ + sin@B) = |vy| |v]] B0 (12.104)

Etant donné que le vecteur vh’ est obtenu par rotation du vecteur v|| dans le plan de rotation,

leurs modules sont égaux,
|Uﬁ| = |UH| . (12.105)
Compte tenu de 'identité (12.105), la multiplication de la relation (12.104) & gauche par le
vecteur v donne le résultat suivant,
’Uﬁ 'Uh/ = |'UH ‘2’01‘/ = |’UH |2 ’UH eBH s (12106)
ce qui implique que,

vf = v eP’. (12.107)

Par comparaison des rotations (12.101) et (12.107), on en conclut que l'angle 6 entre les
vecteurs v et vﬁ est le double de I’angle ¢,

0=2¢p. (12.108)
En substituant ce résultat dans la relation (12.90) décrivant la rotation du vecteur v, on en
déduit que,
v =Rp, (v) = ¢ B2y eB0/2, (12.109)
On note que le rotor et son renversement sont exprimés en termes de ’angle # comme,
R=e"B92 o R =¢BY/2, (12.110)
Un bivecteur A peut étre exprimé comme le produit extérieur de deux vecteurs u et v
orthogonaux, c’est-a-dire u - v = 0. Ainsi,
A=uANv=uv,
A// N (12'111)
ou u” - v"” =0 et la rotation de chaque vecteur (12.109) s’écrit,
u = e Bo/2 ue30/2
) 7 (12.112)
v = e B6/2 ,veBO/Q )
Compte tenu des bivecteurs (12.111) et des rotations (12.112), on en conclut que,

u' v = e 39/2,“630/2 e~ Bo/2 ’0639/2 (12.118)
:6*3‘9/21“;@30/27 ’

ce qui implique que le bivecteur A” obtenu par rotation d’un angle 8 du bivecteur A dans
le plan orienté défini par le bivecteur unité B s’écrit,

A" = B2 A B2 (12.114)
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12.9 Repere en rotation

On considere un repere orthonormé mobile {é’l,éé,ég} qui se déplace par rapport a un
repére orthonormé fixe {€;, é;, €3}. Une translation n’affecte pas un vecteur. En revanche,
une rotation d’un repére mobile change les vecteurs de base d’un repére. Ainsi, on considere
une rotation d’un angle 6 dans un plan dans le sens défini par le bivecteur unité constant B
(Fig. 12.9). Compte tenu des rotations (12.109) et (12.110), le vecteur unité & est exprimé

~ ~

FIGURE 12.9 Repere orthonormé mobile {€7, €, €3} en rotation a vitesse angulaire €2 par
rapport & un repére orthonormé fixe {é1, €2, €s} dans le plan orienté décrit par le bivecteur
B =é;, Né.

en termes du vecteur unité é; ou i = 1,2, 3, comme suit,
é.=Ré R'. (12.115)
La dérivée temporelle des vecteurs de base du repeére mobile (12.115) s’écrit,
& =Ré&; R +Re L (12.116)
A Taide de la relation (12.115), les dérivées temporelles (12.116) deviennent,
& =RR'e +e& RE (12.117)
La dérivée temporelle de la condition de orthogonalité du rotor (12.83) s’écrit,
RR'+RR =0. (12.118)

A Taide de la relation (12.118), les dérivées temporelles des vecteurs de base du repere
mobile (12.116) deviennent,

& =RR'& - & RR'. (12.119)

Compte tenu de la définition d’un rotor et de son renversement (12.110), on obtient les
identités suivantes,

RR' = _QBE—Be/zeBQ/Q :—QB,
2 . o2 (12.120)
S A S Y
2 2
La vitesse angulaire est un bivecteur défini comme,
Q=08, (12.121)
ce qui implique que,
. 1 . 1
RRT:—§Q et RRT:§Q, (12.122)

qui peut étre remis en forme comme,

R:f%QR et RT:%RTQ. (12.123)



Siméon Denis Poisson

156 CHAPITRE 12. ALGEBRE GEOMETRIQUE

L’évolution temporelle du repére est alors entierement déterminée part le rotor R (t) et son
renversement R (¢). En choisissant un angle initial nul, le rotor initial et son renversement
valent 'unité,

0(0)=0 alors R(0)=R'(0)=1. (12.124)

Par conséquent, ’évolution temporelle du rotor et de son renversement s’écrivent,

R(t) = exp (;/Otﬂ(t’)dt/) eXp< B eé)) ,

L (12.125)
RT (t) = exp </ Q(t) dt’> = exp < (>
2 Jo 2
comme il se doit. Au vu du renversement (12.31) du bivecteur Q, c’est-a-dire Q' =-0Q,le
renversement de la relation (12.123) s’écrit,
: 1 Fo 1
RT=<—2QR> :—iRTQTziRTQ. (12.126)

Compte tenu de la relation (12.122), les dérivées temporelles des vecteurs de base du repere
mobile (12.116) s’expriment en termes de la vitesse angulaire £ comme,

: 1

& = = (é; -9 ég) . (12.127)
Au vu de l'antisymétrie du produit intérieur (12.22) entre le vecteur €, et le bivecteur €2,
les dérivées temporelles des vecteurs de base du repére mobile (12.119) se réduisent a,

(12.128)

qui est I’équivalent de la formule de Poisson dans 1’algebre géométrique G3. Afin de retrouver
la formule de Poisson dans I’espace vectoriel R?, on définit le pseudovecteur vitesse angulaire
w comme le dual du bivecteur vitesse angulaire €2,

Q'=w e w=-90Q. (12.129)
ot (2%)" = — Q. Le pseudovecteur vitesse angulaire w est orthogonal au bivecteur vitesse
angulaire €2,

w-2=0. (12.130)

On note que la dualité préserve le module d’un multivecteur. Ainsi, la surface du bivecteur
vitesse angulaire €2 est égale a la longueur du pseudovecteur vitesse angulaire w,

Q| = |w|. (12.131)

L’illustration graphique de la dualité Q" = w est la suivante : si la paume de la main droite
est orientée dans le sens du bivecteur vitesse angulaire €2 dans le plan de rotation, alors le
pouce de la main droite est orienté le long du pseudovecteur vitesse angulaire w (Fig. 12.10).
De maniere similaire, I'illustration graphique de la dualité w* = — € est la suivante : si la
pouce de la main gauche est orienté le long du pseudovecteur vitesse angulaire w, alors la
paume de la main gauche est orientée dans le sens opposé au bivecteur vitesse angulaire — €2
(Fig. 12.10). A Daide des identités (12.52), (12.63) and (12.129), le membre de droite de la
formule de Poisson dans I’algébre géométrique G3 (12.128) est remis en forme comme,

é2~9:—é2~w*:7<é'i/\w)*:—é;><w. (12.132)
Compte tenu de 'identité (12.132), et de Pantisymétrique du produit vectoriel,
—éXw=wxé,, (12.133)
on retrouve la formule de Poisson (12.128) dans l'espace vectoriel R3,

—wxeé. (12.134)

comme il se doit. Il est a noter que la formule de Poisson dans l’algebre géométrique
G? (12.128) est d’une certaine facon plus naturelle que la formule de Poisson dans l'espace
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FIGURE 12.10 La dualité 2" = w est illustrée par la regle de la main droite et la dualité

w* = — O est illustrée par la regle de la main gauche.

vectoriel R? (12.134). Dans I’algeébre géométrique G2, les entités géométriques sont contenues
entierement dans le plan de rotation alors que dans I’espace vectoriel R? le pseudoscalaire
vitesse angulaire w est orthogonal & ce plan. Dans I’algebre géométrique G3, le bivecteur
vitesse angulaire € génere la rotation du vecteur de base é; d’un angle 7/2 dans le sens de
rotation, défini par le bivecteur unité B, pour I'amener sur le vecteur image é&;. Ceci est
Iinterprétation géométrique du produit intérieur &, - €.






13

Analyse géométrique

13.1 Introduction

Les formes différentielles introduites par Cartan sont basées sur ’algebre extérieure de
Grassmann. Elles permettent d’unifier les théoremes d’analyse vectorielle : le théoreme du
gradient, le théoreme de la divergence et le théoreme du rotationnel. L’analyse géométrique
(“geometric calculus” en anglais), qui est basée sur I’algebre géométrique ou I'algebre de Clif-
ford, est une extension de 'algebre extérieure qui permet également d’unifier ces théoremes
comme on va le montrer dans ce chapitre.

Dans la sect. 13.2, on montre que les gradients d'un vecteur, d’'un bivecteur ou plus
généralement d’un multivecteur sont la somme de la divergence et du rotationnel. Afin de
pourvoir exprimer I’équation de Maxwell sous forme locale en analyse géométrique, on établit
des identités différentielles duales en sect. 13.3. Les théoremes du gradient du rotationnel
et de la divergence sont exprimés en analyse géométrique en sect. 13.4, 13.5 et 13.6. En
sommant les théoremes de la divergence et du rotationnel on obtient le théoreme fondamental
de l'intégration en analyse géométrique pour une hypersurface réguliere M appelée une
variété en sect. 13.7. Par conséquent, I’analyse géométrique unifie les théoremes de I’analyse
vectorielle.

Le pseudoscalaire de algebre géométrique du plan G2, qui est un bivecteur unité, est
isomorphe & un nombre imaginaire. Ainsi, I'algébre géométrique restreinte & un plan G2 est
isomorphe au corps des nombres complexes C. Dans la sect. 13.8, on démontre alors que le
théoreme fondamental de I’analyse géométrique contient le théoréeme de Cauchy de I’analyse
complexe. En d’autres termes, I'analyse géométrique unifie I'analyse vectorielle et ’analyse
complexe. Il faut avouer que c’est tout de méme bluffant !

En analyse géométrique, les quatre équations vectorielles de Maxwell peuvent étre refor-
mulées en termes du multivecteur champ électromagnétique F' = e + ¢ B, qui est la somme
du vecteur champ e et du bivecteur champ magnétique B multiplié par la vitesse de pro-
pagation de la lumiere dans le vide c. Le pseudovecteur champ magnétique b est le dual
du bivecteur champ magnétique B, c’est-a-dire b = B™. Les quatre équations vectorielles
de Maxwell se réduisent en analyse géométrique a une seule équation d’évolution pour le
multivecteur champ magnétique F' comme montré en sect. 13.9. En faisant agir la différence
entre I'opérateur gradient V et 'opérateur dérivée par rapport au temps ¢~ 19; sur I'équation
de Maxwell, on obtient I’équation d’onde électromagnétique en présence de charges et de
courants électriques comme illustré en sect. 13.9. La densité de force de Lorentz est aussi
exprimée en algebre géométrique dans cette section.

L’équation de Maxwell, ’équation d’onde électromagnétique et I’équation de continuité
électromagnétique prennent une forme encore plus simple dans l'algebre géométrique de
’espace-temps G2,

1 1
VG=-J e OG=-VAJ e V-J=0, (13.1)
C

C

ou G = ¢( F est le quadribivecteur champ électromagnétique, J = cp— j est le quadrivecteur
densité de courant électrique et 00 = V2 = %2 0?2 — V2 est lopérateur d’Alembertien. Ces
équations sont un “teaser”, leur dérivation fait I’objet d’un exercice intéressant. . .

Elie Cartan
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FIGURE 13.1 Divergence du vecteur champ électrique V-e généré par des charges électrique
q positive et négative. Rotationnel du pseudovecteur champ magnétique V A b généré par
des courants électriques I sortant et entrant.

13.2 Opérateurs différentiels

Le produit géométrique d’un vecteur u et d’'un vecteur v est la somme algébrique de leur
produit intérieur et de leur produit extérieur,

UV=U-V+UAD. (13.2)

En remplacant le vecteur u par 'opérateur gradient V dans le produit géométrique (13.2),
c’est-a-dire u = V, le gradient d’un vecteur v est alors la somme algébrique de la divergence
et du rotationnel de ce vecteur (Fig. 13.1),

Vv=V.-v+VAv. (13.3)

En remplagant le vecteur v par le bivecteur B dans l'identité (13.3), le gradient d’un
bivecteur B est alors la somme algébrique de la divergence et du rotationnel de ce bivecteur,

VB=V-B+VAB. (13.4)

Par généralisation, le gradient peut étre défini pour multivecteur. Le gradient V et d’un
multivecteur M est la somme algébrique de la divergence et du rotationnel de ce multivec-
teur,

VM=V -M+VAM. (13.5)

13.3 Identités différentielles duales
La dualité entre le produit vectoriel et le produit extérieur de deux vecteurs u et v s’écrit,
(uAv)" =uxwv. (13.6)

En remplacant le vecteur u par 'opérateur gradient V dans la relation duale (13.6), c’est-
a-dire uw = V, le pseudovecteur rotationnel est le dual du bivecteur rotationnel (Fig. 13.2),

(VAv) =V xw. (13.7)

Les identités duales pour deux vecteurs w et v s’écrivent,
(u-v)" ' =uAv" et (uAv) =u-v*. (13.8)

En remplacant le vecteur u par 'opérateur gradient V dans I'identité duale (13.8), on établit
la dualité entre la divergence et le rotationnel du vecteur v,

(V-v)"=VAv" et (VAD) =V . v, (13.9)
Les identités duales pour un vecteur u et un bivecteur B s’écrivent,

(u-B)"=uAB* et (uAB)" =u-B*. (13.10)
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FIGURE 13.2 Le pseudovecteur rotationnel V x v est le dual du bivecteur rotationnel V A v avec
une orientation donnée par la regle de la main droite.

En remplacant le vecteur w par l'opérateur gradient V dans l'identité duale (13.10), on
établit la dualité entre la divergence et le rotationnel du bivecteur B,

(V-B)"=VAB" et (VAB)" =V -B*. (13.11)

Compte tenu de la dualité entre le vecteur et le bivecteur rotationnel (13.7) et de la deuxieme
identité duale (13.11) pour le bivecteur rotationnel B = V A v, on établit les identités
hybrides,

V- (Vxv)=V - (VAv)" =(VAVAD)" =0, (13.12)
et
Vx(Vxv)=Vx(VA) =V - ((VA©)) =-V-(VAv). (13.13)

13.4 Théoréme du gradient

L’intégrale de Riemann pour la dérivée d'une fonction f (z) sur l'intervalle [a, b] est définie
comme,

/f’(x)d:c:f(b)—f(a). (13.14)

L’intégrale (13.14) peut étre généralisée le long d’une courbe C' de vecteur tangent infi-
nitésimal ds (Fig. 13.3),

b
/f’(x)dx:/ds-ﬁ: ds.Vf:/dla;-Vf, (13.15)
a c ds c c
a l’aide de la notation,
ds=d'z et df =fdz. (13.16)
ds
b
a C

FIGURE 13.3 Courbe C d’extrémités a et b et de vecteur tangent infinitésimal ds = d'a.

L’intégrale (13.15) peut aussi étre écrite de la maniére suivante,

b b fb)
/f’(w)dx:/ o & df = | dz f, (13.17)

T =
dr [ aC

ou OC est le bord de la courbe C soit ses deux extrémités a et b. En identifiant les membres
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de droite des intégrales de Riemann (13.15) et (13.17) le long d’une courbe C, on obtient le
théoreme du gradient le long d’une courbe,

/dlw-Vf: dz f. (13.18)
C

oC

13.5 Théorémes du rotationnel

Le théoreme du rotationnel, aussi appelé le théoreme de Stokes, pour un champ vectoriel
f sur une surface S de bord 95 = C est défini comme,

//S(fo)-dcr:yéf-d& (13.19)

ou le pseudovecteur surface infinitésimale do est le dual du bivecteur surface infinitésimale
dS* (Fig. 13.4),

do* =dS ainsi do =—dS*. (13.20)
do
c
ds

FIGURE 13.4 Surface S de bord S = C et de pseudovecteur surface infinitésimale do qui est le
dual du bivecteur surface infinitésimale dS.

Compte tenu de la dualité (13.7) entre le pseudovecteur et le bivecteur rotationnel d’un

vecteur, des identités duales (13.10) et de la commutativité du produit extérieur entre un
vecteur et un bivecteur, le membre de gauche du théoréme du rotationnel (13.19) devient,

/(fo)~d0':—/ (V/\f)*~dS*:—/ (VA ndS) (13.21)

//dS/\V/\f //dS (VAL //dS (VAS),

Le membre de droite du théoreme du rotationnel (13.19) devient,
§£ f-ds :yﬁ d'z-f, (13.22)
c as

ds = d*x et ds =d'z. (13.23)

a ’aide de la notation,

Par conséquent, le théoréme du rotationnel (13.19) est remis en forme comme,

//Sd% (VAF)= &ég d'z-f. (13.24)

Le produit extérieur du vecteur déplacement infinitésimal dx orthogonal a la surface S et
de lintégrant du théoréme du rotationnel (13.24) sur le volume V' s’écrit,

// (de Ad°x) - (VA f) = # (deAd'x)- f. (13.25)
v ov

et a l'aide de la notation,

de A d*z = d*x et de AN d'z = d*x, (13.26)
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le théoreme du rotationnel dans un volume s’écrit,

///Vd?’m (VAS)= yﬁév d’x-f. (13.27)

13.6 Théoremes de la divergence

Le théoreme de la divergence, aussi appelé le théoreme de Gauss, pour un champ vectoriel
f dans un volume V' de bord 9V = § est défini comme,

///V(V-j")dvz&ééf-do’7 (13.28)

ou le trivecteur volume infinitésimal dV est le dual du scalaire volume infinitésimal dv
(Fig. 13.5),

dV = dv* ainsi dv=—dV*. (13.29)

do

FIGURE 13.5 Volume V de bord OV = S et de trivecteur volume infinitésimal dV qui est le dual
du scalaire volume infinitésimal dv.

Compte tenu de la dualité (13.29) entre le scalaire et le trivecteur volume infinitésimal, le
membre de gauche du théoreéme de la divergence (13.28) devient,

///V(V'f)dv:_///V(V'f)dv*z—///‘/(dV(V-f))*- (13.30)

Compte tenu de la dualité (13.7) entre le pseudovecteur et le bivecteur surface infi-
nitésimale (13.20), des identités duales (13.10) et de la commutativité du produit extérieur
entre un vecteur et un bivecteur, le membre de droite du théoréme de la divergence (13.28)

devient,
#éf’daz—ﬁéf-ds*:—#S(f/\dS)*:—#g(dS/\f)*. (13.31)

Par conséquent, le dual du théoréme divergence (13.28) s’écrit,

// dxV - f = >z A f. (13.32)
14 v
A Taide de la notation (13.26), le théoreme de la divergence (13.32) devient,
// de Nd*xV - f = de Nd'x A f, (13.33)
v v

compte tenu du fait que le vecteur déplacement infinitésimal da est orthogonal a la surface
S. On en déduit un théoreme de la divergence sur la surface .S,

// PxV-f=qQ dxnf. (13.34)
S 98

Carl Friedrich Gauss
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13.7 Théoreme fondamental de I'intégration

La somme du théoreme du rotationnel (13.24) et du théoréme de la divergence (13.34) sur
la surface S s’écrit,

//(d2m.(VAf)+d2wv-f):3£ (d'z-f+d'zAf). (13.35)
S a8

Compte tenu de la définition du gradient d’un vecteur (13.3), la somme du théoreme du
rotationnel et de la divergence sur la surface S donne le théoreme du gradient sur cette
surface,

// dx-Vf=qQ daf. (13.36)
S a8

La somme du théoréme du rotationnel (13.27) et du théoréme de la divergence (13.32) dans
le volume V' s’écrit,

///V (Pz- (VAf)+dzV-f) = y][év (- f+dPxAf) . (13.37)

Compte tenu de la définition du gradient d’un vecteur (13.3), la somme du théoréeme du
rotationnel et de la divergence dans le volume V' donne le théoreme du gradient dans ce
volume,

// dBx-Vf= dx f. (13.38)
\4 ov

En algebre géométrique G3, le théoreme du gradient (13.18) le long une courbe C' peut étre
généralisé d’un champ scalaire f a un champ multivectoriel F',

/d1w~VF:/ d’z F. (13.39)
C oC

De maniere similaire, le théoréme du gradient (13.36) sur une surface S peut étre généralisé
d’un champ vectoriel f & un champ multivectoriel F,

//d2m~VF:¢ d'z F. (13.40)
S oS

De fagon analogue, le théoreme du gradient (13.38) dans un volume V peut étre généralisé
d’un champ vectoriel f a un champ multivectoriel F',

/// dx-VF=@ d=zF. (13.41)
\%4 as

En analyse géométrique, les trois théoremes du gradient d’un champ multivecto-
riel (13.39), (13.40) et (13.41) sont des cas particuliers du théoreme du gradient d’un champ
multivectoriel sur une hypersurface réguliere M, appelée une variété (manifold en anglais).
Ce théoreme est le théoreme fondamental de 'intégration,

/d"m-VF:yﬁ "'z F. (13.42)
M oM

13.8 Théoreme de Cauchy

Afin de déduire le théoreme de Cauchy pour une fonction analytique du théoréme fon-
damental de Panalyse géométrique (13.42), on se place dans l'algebre géométrique a 2 di-
mensions G2 et on établit I'isomorphisme entre le pseudoscalaire I = é, é, et le nombre
imaginaire 1,

I?=(e,e,) =é,e,é,8,=—é,é6,é,é,=—1. (13.43)
Dans l'algebre géométrique G2, I'opérateur gradient s’écrit,

(13.44)
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En l’algebre géométrique G2, I’équivalent d’une fonction complexe est le multivecteur,
F(2,y) = u (o) + v (0,y) = u(@,9) + 0 (2,9) & &, (13.45)

onu(x,y),v(x,y) €R. Le gradient du multivecteur F (z,y) s’écrit,

. 0 . 0 A A
VF—(ezaa:—l—eya:y)(u—i—vemey)

S \ox oy) " oy ox) Y

Une fonction a valeurs complexes est holomorphe si elle satisfait les conditions de Cauchy-
Riemann,

(13.46)

Oou  Ov ou v
— = t — == 13.47
or oy Oy oz (13.47)
Par conséquent, en algebre géométrique G2, le gradient d’une fonction holomorphe est nul,
VF=0. (13.48)

Pour une fonction holomorphe F' intégrée sur une surface S, le théoreme fondamental de

lintégration (13.42) s’écrit,
//d%-VF:}zgdle:O, (13.49)
S C

ou 0S = C. En multipliant l'intégrant du théoréme fondamental par le vecteur constant
u = cste ol la différentielle dv = d'x s’écrit,

%judvF:%Cd(uv)F:O, (13.50)

Le produit géométrique des vecteurs u et v est un multivecteur Z isomorphe & un nombre
complexe,

w=u-v+urv=c+Ily=27. (13.51)

Ainsi, le théoréme fondamental (13.50) pour une fonction holomorphe f (Z) est le théoréme
de Cauchy,

yf F(2)dZ =0. (13.52)
c

En suivant la méme démarche qu’en analyse complexe, on peut alors établir le théoreme
des résidus pour une fonction non holomorphe,

n

}15 F(Z)dZ =2r1 Res F(Z) . (13.53)
c k=1 T
Le théoreme fondamental de ’analyse géométrique contient donc ’analyse vectorielle et

Panalyse complexe : ¢’est prodigieux!

13.9 Equation de Maxwell

Dans cette section, on va montrer que les quatre équations de Maxwell peuvent étre
écrites comme une seule équation en algebre géométrique G2. Dans I'espace vectoriel R?, les
équations de Gauss électrique et magnétique, ’équation de Faraday et I’équation d’Ampere-
Maxwell lient le champ électrique e, le champ de déplacement électrique d, le champ
magnétique b et le champ magnétique auxiliaire h aux densités de charge électrique p et de
courant électrique 7,

V-d=p, (13.54)
V.b=0, (13.55)
Vxe=—0b, (13.56)
Vxh=08d+j. (13.57)

Augustin Louis

Cauchy


https://fr.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy

Siméon Denis Poisson

Michael Faraday
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Dans le vide, ces champs sont liées par les relations constitutives électrique et magnétique,
d= o€ et b= ,uoh, (1358)

ol la permittivité électrique du vide €y et la perméabilité magnétique du vide pg sont liées
a la vitesse de propagation de la lumiere dans le vide ¢ de la maniere suivante,

1
Eo Uo = 672 . (1359)

Ainsi, dans le vide, les quatre équations de Maxwell deviennent,
P

V.e=—, (13.60)
€0
V-b=0, (13.61)
Vxe=-0b, (13.62)
1 1.
be:2<8te+_7). (13.63)
c o

Afin de décrire les équations de Maxwell & 1'aide d’un seul champ électromagnétique, on
définit le champ vectoriel complexe f de Riemann-Silberstein,

f=e+ich. (13.64)

En algebre géométrique G3, ’équivalent champ vectoriel complexe de Riemann-Silberstein
f est le multivecteur champ électromagnétique F' défini comme,

F=e+1Ich. (13.65)

Le pseudovecteur champ magnétique b est 1ié au bivecteur champ magnétique B par la
dualité,

B=-b"=-bl"'=bl=1Ib ainsi b=DB". (13.66)
Par conséquent, le multivecteur champ électromagnétique F' devient,

F=e+cB. (13.67)

Afin d’écrire les équations de Maxwell (13.60)-(13.63) en termes du multivecteur champ
électromagnétique F', on écrit la divergence et le rotational du pseudovecteur champ
magnétique b en termes de la divergence et du rotationnel du bivecteur champ magnétique
B et le rotationnel du vecteur champ électrique e en termes de son dual & ’aide des iden-
tités (13.7), (13.9), (13.11) et (13.66),
V-b=V -B*=(VAB)",
Vxb=(VAb)"=V:-b"=-V-B, (13.68)
Vxe=(VAre).

A Daide de la premiere identité (13.68), ’équation de Gauss magnétique (13.61) devient,

(VAB)" =0. (13.69)
A Taide de la deuxieme identité (13.68), I'’équation d’Ampere-Maxwell (13.63) devient,
1 /1,
V-B:—2(j+8te). (13.70)
C 3]

A Taide de la troisieme identité (13.68) et de la dualité (13.66), I’équation de Faraday (13.62)
devient,

(VAe) =-0B". (13.71)

Ainsi, 'équation de Gauss électrique (13.60), 1'équation d’Ampere-Maxwell (13.70), le dual
de l'équation de Faraday (13.71) et le dual de ’équation de Gauss magnétique (13.69)
s’écrivent,

p

V.e= - dimension 0, (13.72)
0


https://fr.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ludwik_Silberstein
https://fr.wikipedia.org/wiki/Michael_Faraday
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1 /1
V-B=—-— (_7 + 0 e) dimension 1, (13.73)
C €0
VAe=-0,B dimension 2, (13.74)
VAB=0 dimension 3. (13.75)

Compte tenu de l’équation de Gauss électrique (13.72) et de l’équation d’Ampere-
Maxwell (13.73), la divergence du multivecteur champ électromagnétique (13.67) s’écrit,

1 1
V- F=V.e+c¢V-B=—1(¢p—j)— —0re. (13.76)
C&Q Cc

Compte tenu des duals de 1’équation de Faraday (13.74) et de 1'équation de Gauss
magnétique (13.75), le rotationnel du multivecteur champ électromagnétique (13.67) s’écrit,

VANF=VAe+cVAB=-0,B. (13.77)

Le gradient du multivecteur champ électromagnétique (13.67) est obtenu en sommant sa
divergence (13.76) et son rotationnel (13.77),

1 1
0

La dérivée temporelle du multivecteur champ électromagnétique (13.67) s’écrit,
atF:at€+CatB. (1379)

Compte tenu du gradient (13.78) et de la dérivée temporelle (13.79) du multivecteur champ
électromagnétique, on obtient I’équation de Maxwell dans I’algebre géométrique G3,

(i 9, + v) (e0 F)

qui contient la méme information que les quatre équations multivectorielles (13.72)-
(13.75). C’est d’une simplicité étonnante ! Compte tenu de la dualité (13.66) et des relations
différentielles duales (13.11) et (13.68), on obtient I'identité,

V. (V-B)=-V - (V-b)=-V- (VAL =— (VAVAb" =0. (13.81)

Loy, (13.80)

c

Compte tenu des équations de Gauss électrique (13.72) et d’Ampere-Maxwell (13.73), la
divergence de la divergence du bivecteur champ magnétique B s’écrit aussi,

1 1 . 1 .

En identifiant les membres de droite des relations (13.81) et on obtient 1’équation de conti-
nuité électromagnétique,

dhp+V-j=0. (13.83)

13.10 Equation d’onde électromagnétique

En algebre géométrique G3, 1’équation d’onde électromagnétique peut étre déduite de
léquation de Maxwell (13.80). En multipliant 1’équation de Maxwell par l'opérateur V —
¢~ 1 0,, on obtient I’équation suivante,

1 1 1 1
(V 8t> (V+3t> (e F) = (V 3t> —(cp— 7). (13.84)
c c c c
Compte tenu de l'identité opératorielle,
1 1 s 1
V— 78,5 V+76t :V - —23t, (1385)
c c c
et de 'identité vectorielle suivante établie a ’aide de ’équation de continuité (13.83),

1 1 , 1 L1 1.
<V 8t)(cpJ)Vp —(Op+V-4)= -V A+ 501]
C C C C C

André-Marie Ampere

James Clerk Maxwell


https://fr.wikipedia.org/wiki/André-Marie_Ampère
https://fr.wikipedia.org/wiki/James_Clerk_Maxwell
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:Vp—lv/\jJrlQatj, (13.86)
c c
Péquation (13.84) est identifiée comme ’équation d’onde électromagnétique,
<V2123§>(50F)Vp1V/\j+128tj. (13.87)
c c c
A Taide de l'opérateur d’Alembertien,
O0=vV?- C%af : (13.88)
I’équation d’onde électromagnétique (13.87) est remise en forme comme,
D(EOF):Vp—%V/\j—i—C%atj. (13.89)
Dans le vide, en absence de charges et de courants électriques,
p=0 et j=0, (13.90)
I’équation d’onde électromagnétique (13.89) se réduit a,
O(eo F)=0. (13.91)

En présence charges et de courants électriques, la densité de force de Lorentz exercée par
le vecteur champ électrique e et le pseudovecteur champ magnétique b sur une densité de
charges électriques p et une densité de courant électrique j s’écrit,

f=pe+jxb. (13.92)
Compte tenu des identités duales (13.7), (13.8) et (13.66) ainsi que de 'antisymétrie du
produit intérieur entre un vecteur et un bivecteur, on en déduit 'identité vectorielle,
jxb=(GAb)"=3-b"=—j-B=B-j. (13.93)
A Taide de cette identité vectorielle (13.93), la densité de force de Lorentz (13.92) est ex-
primée en algebre géométrique G> comme,
f=pe+B-j. (13.94)

Géormétriquement, le deuxiéme terme de la force de Lorentz (13.94) signifie que la partie
magnétique de cette densité de force est orientée dans une direction orthogonale a la densité
de courant électrique 3 dans le plan défini par le bivecteur champ magnétique B : c’est
clairement plus simple & visualiser qu’avec le pseudovecteur champ magnétique b!


https://fr.wikipedia.org/wiki/Jean_le_Rond_d'Alembert
https://fr.wikipedia.org/wiki/Hendrik_Lorentz
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